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— La calculatrice est autorisée.
— Le sujet est a rendre avec la copie.

Exercice 1 | / 3]
Donner les primitives F' des fonctions suivantes f (on ne se souciera pas de leur ensemble de
validité).
1, 2
1. | / 1] f(x)zﬁx +3x—§.
Solution:
1 1 1 2 1 3 2
F(z) =3 X §$3+3>< 51'2—51'—1-0: 6w3+§w2—§x+c, ceR.
. 1
2. | /1] f(x)=e —i-?.
Solution: .

F(z)=€"—=4¢, ceR
T

.1 /1] f(z) = cos(x) — %
Solution: On a |
f(x) = cos(x) — 5= cos(x) — 73,

Donc |
(_Q)x_z + ¢ = sin(x) + oy +¢, ceR

F(x) = sin(x) —




Exercice 2 | / 5]
Déterminer, en justifiant, les primitives F' des fonctions suivantes f et préciser leur ensemble de
validité.

1. | /1] f(z) = (bx — 1)ed" 22,

Solution: On a, pour tout x € R,
1
f(:E) = (51* _ 1)e5$2_2x — 5(101’ - 2)e5$2_2x'

On a alors f = u'e* avec u(z) = 5x? — 2z et u/(x) = 10x — 2. On a donc F = e“ + ¢ avec
c € R. Donc, pour tout x € R,
2
F(z) =% 1.

20 /2 )=y

Solution: Comme, pour tout z € R, —1 < cos(z), on a alors 0 < 1 < 2 + cos(z). On a
donc, pour tout x € R,

_ sin(w)  —sin(x)
flz) = 2+cos(r)  2-+cos(x)’
On a alors f = ~ 2 avec u(z) =2+ cos(z) et u'(z) = —sin(x). Comme u > 0, on a donc

F =In(u) + ¢ avec ¢ € R. Donc, pour tout = € R,
F(x) =1In(2 + cos(x)) +c.

s /2 )= e

Solution: f est bien définie si et seulement si 322 — 42 + 1 > 0 qui est un polynéme de
degré deux avec a = 3, b = —4 et ¢ = 1. Calculons le discriminant de ce polynéme. On a

A=b —dac=(-4)?—-4x3x1=16—-12=4.

—bi\/Z: —(—4)+2

2a 6
1
—oo;g{u]l;—i—oo[. Pour tout = €

1
A >0, on a donc deux racines : x5 = ,donc 1 =1 et x9 = 3

1
On aa =3 > 0, donc f est définie sur —oo;g[u

]1;400], on a
3z — 2 6r — 4

T V32 —dz+l 232 —dz+1

()

avec u(z) = 322 — 4z + 1 et v/(z) = 62 — 4. Comme u > 0

On a alors f =
1
sur }—oo;g{u]lﬁroo[, on a donc F = /u + ¢ avec ¢ € R. Donc, pour tout x €

| oo0i 3| LI ool

Flz)=V32?2 -4z +1+c



Exercice 3 | / 5]

On consideére ’équation différentielle

(E) 4 + 2y = cos(x).

1. | / 2] Rechercher une solution particuliére a (E) sous la forme

Yp(z) = acos(z) + bsin(x).

Solution: y, est solution de (E) si et seulement si pour tout = € R,

Y, + 2y, = cos(z) <= —asin(x) + bcos(x) + 2(acos(z) + bsin(z)) = cos(x)
<= (b+ 2a) cos(x) + (2b — a) sin(z) = cos(x).

Par identification, on a alors

2
{b—i—Qa:l{:){ a:%(:)a:§
%—a = 0 b+db = 1 N
d
. s 2 1 .
Une solution particuliére de (£) est donc y,(z) = = cos(z) + = sin(z), = € R.
2. | / 2] En déduire la solution générale de (E).

Solution: On a
y' 4 2y = cos(z) < y = —2y + cos(z).

(E) est de la forme y' = ay + f avec a = —2 et f(x) = cos(x). Une solution générale de
(E) est donc de la forme, pour ¢ € R et tout x € R,

2 1
y(x) = e + y,(z) = ce™** + = cos(z) + = sin(z).
3. / 1] Déterminer la solution de (E) vérifiant y (g) =0.

Solution: On a

T o 2 T 1 . /7
y<§>:0<:)ce 2+—cos<—)+—sm<—):0

5 2 5 2
1

< ce "+ e = 0
<~ ! o

c=——e".

5
On a donc, pour tout = € R,
axr 1 —2x+T 2 1 .
y(z) = ce™ + yp(z) = ¢ + R cos(x) + = sin(zx).



Exercice 4 | /7]
Un parachutiste chutait & une vitesse de 66 m.s~" avant d’ouvrir son parachute. On note v(t) la
vitesse m.s~! du parachutiste ¢ seconde aprés 'ouverture du parachute. Les frottements de 1air
croissent rapidement avec la vitesse et on a, pour tout t € R,

1

/ i 2 _

ou g est la constante gravitationnelle.

1
1. f est a fonction définie sur [0; +oo[ par f(t) = -6
’l} p—
(a) | / Y] Exprimer v en fonction de f.
Solution:
1 1 1
— S —y—6 — 16
f 6 — 7 v > v 7 +
(b) [ / %] Exprimer v? en fonction de f.
Solution:
? (1 +6>2 L 12
v = s = =/ - o
S 2
(c) | / ] Exprimer v’ en fonction de f et f’.
Solution:
1 ' 1
v = <—+6> = -
f f?
(d) [ / 1%] En déduire que f est solution sur [0;4o0o[ de I’équation différentielle
9 9
B y=2y+ L
(B) ¥ =3y+3s

Solution: Sur [0;4o0[, on a, d’aprés les questions précédentes,

v'+%v2=g = —%+%<%+%+36>=g
— —}C—;+%x%+%x%+g:g
— ;—;+%X%+g><%=0
= f+ =+ 2f=0
= fl=lft

Donc f est bien solution de (E).



2. (a) | / 1] Déterminer les solutions de (F).

Solution: (F) est de la forme y' = ay+ f avec a = % et b= % Une solution générale

de (E) est donc de la forme, pour ¢ € R et tout z € R,

y(t) = ce™ — é — cedt — i — cedt — 1
a g 12
(b) | / 1%] Déterminer f(0) puis l'expression de f.
Solution: Comme la vitesse du parachutiste au moment de I'ouverture du parachute
1
est de 66 m.s™, on a v(0) = 66 et donc f(0) = 50"

f est solution de (E), on a donc, pour tout t € [0; +o0],

1
g
t) = ced’ — —.
On a donc
1 g 1 1
0)=— <= ce3' - — = —
10 =% “ 12 60
11
— 12 60
1 i 1
“T60 12
1
— C= —.
‘T 10
Done, pour tout ¢ € [0; 4+00],
1 1
t) = —e3’ — —.
I =15~ 3
(c) | / Y] En déduire 'expression de v.
Solution:
1 L
Comme v = ? + 6, on en déduit que, pour tout ¢ € [0; 400,
1
()= 14— t6
10°° T 12
3. | / 1] Etudier la limite de v en +oc. Interpréter le résultat.
Solution:
Comme g > 0, on a lim It = +00.
t——+003
1
00 o gy . - 94 I
Par composition tl}glooea = 400 et t£+moo 1063 2 ~+00.
. . _ +
Par quotient tkglwm =0".
10 12
On a alors lim v(t) = 6.
—+00

La vitesse du parachutiste va donc tendre vers 6 m.s™!.



Non noté : Si vous avez fini I’évaluation, vous pouvez colorier cet hippopotame faisant du saut en
parachute.




