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Exercice 1 | / 14]
Soient A (0;4;1), B(—2;0;1), C'(1;3;0) et D(1;0;1) quatre points d'un repére orthonormé
de I'espace.
1. (a) | / 1%] Démontrer que A, B et C' définissent un plan de 'espace.

Solution: A, B et C définissent un plan de I'espace si et seulement si les vecteurs
1@ et /@ ne sont pas colinéaires, si et seulement si il n’existe pas de A € R tel que
AB = NAC,

IR — T4 —2 1
Onazﬁ Ys — YA :>1@ —4 .Deméme,ona@ —1 ]. On a alors
ZB — %4 0 —1
-2 = A
AB=)C < { -4 = —-x .
0 = =\

Le systéeme est incompatible. On en déduit que 1@ et 1@ ne sont pas colinéaires et
donc que A, B et C' définissent un plan de I'espace.

(b) | / %] Donner une représentation paramétrique de la droite (AB).

Solution: Comme (AB) est dirigée par 1@ et passe par le point A, une représentation
paramétrique de (AB) est

T = To+Agp xr = =2\
(AB):{ y = ya+ sy , NER = (AB):{ y = 4—4\ XeR
z = za+ Az g = 1
(c) | / 3] Déterminer les coordonnées (xy ;yy ;zy) du projeté orthogonal H de C

sur (AB).
Solution: H est le projeté orthogonal de C' sur (AB) si et seulement si :

1. H € (AB);
2. (CH) et (AB) sont orthogonales.

1. H € (AB), donc il existe Ag € R tel que



ZH = 1

2. (CH) et (AB) sont orthogonales si et seulement si CH et AB sont orthogonaux

si et seulement si CH - AB = 0.
Ty — 1
On a C’—I-} yg — 3 |. Puisque le repére est orthonormé, on en déduit que
ZH

E-CTL)I:O — T XTg Yz XVYsgt 2B X2gg =0
— 2X(zg—1)—4x(yg—3)+0x 2y =0
<— —2xg—4yg+14=0
— —xy —2yg+7=0.

On en déduit donc que

<~ 10Ag—1=0

1
Ag = —.
L1
On en déduit que H ( s 1).
55’
(d) [ / 1] En déduire I'aire du triangle ABC.
Solution: Comme H est le projeté orthogonal de C' sur (AB), on en déduit que [C'H]|
AB x CH
est la hauteur issue de C' et donc que A pc = + Calculons AB et CH. On
a
AB = | AB| = /(=2)2 + (—4) + 02 = VA+ 16 = V20 = 2V/5.
De méme, on trouve CH = @ On a donc
V70
25 x ——
5 5 14
Aspe = 5 _VoxVExVId_ g
2 5
2. (a) | / 2] Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
a
Solution: Comme AB et AC' forment une base du plan (ABC), i [ b | en est un
c

vecteur normal si et seulement si il est orthogonal & 1@ et 1@ , si et seulement si



i-AB = 0
i-AC = 0
—2a —4b+0c = R .
— { 4—b_c = 0 (car le repére est orthonormé)
{ a = —2b
—
c = a—b
PN { a = —2b
c = —3b°
2
En prenant b = —1, on obtient 7 [ —1
3
(b) | / 1] En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
2
Solution: Comme 7i [ —1 | est normal a (ABC), il existe d € R tel que ait (ABC)
3

pour équation cartésienne :

Tx+yy+z2z+d=0 = 2x—y+3z2+d=0
Comme A € (ABC), on a

204 —yYya+324+d=0 <= 2x0-44+3x1+d=0 < d=1.
(ABC) a donc pour équation cartésienne 2x —y + 3z + 1 = 0.
3. (a) | / 1] Démontrer que A, B, C' et D sont non coplanaires.

Solution: Ona2zp—yp+32p+1=2+3+1=06% 0donc D ¢ (ABC), autrement
dit A, B, C et D sont non coplanaires.

(b) | / 3] Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal E de D sur (ABC).

Solution: F est le projeté orthogonal de D sur (ABC) si et seulement si E est le
point d’intersection entre le plan (ABC') et la droite & orthogonale a (ABC') passant
par D.

Comme Z orthogonale & (ABC), elle est dirigée par le vecteur normal & (ABC) : 7.
Une représentation paramétrique de & est alors

r = 142X
D: y = —=A , AeR
z = 143X\

Comme F € 2, il existe A\g € R tel que

zg = 143Xg



Et puisque F € (ABC), on a

< 14 \p+6=0

3
<~ Mg = —
1 3 2
O déduit E(—;—;—).
n en déduit que =i
(c) | / 1] En déduire le volume du tétraédre ABCD. Indication : on a

aire de la base x hauteur
3

volume tétraédre =

Solution: Comme F est le projeté orthogonal de D sur (ABC'), [DE] est la hauteur

. A x DE
issue de D du tétraédre et on a alors Vapecp = %. Calculons donc DE. On
a

3
DE = ||DE|| = “VIa

1 3
On a alors Vagep = 3 x /14 % ?\/ 14 = 2.

Non noté : Si vous avez fini I’évaluation, vous pouvez colorier Chochodile.




