Chapitre 5

Orthogonalité dans ’espace

5.1 Produit scalaire dans 1’espace

Définition 5.1. Soient @ et U deuzx vecteurs de l’es-
pace.

1. Sid=0, alors @-7=0.

2. On note A, B et C les points tels que u = /@
et U = 1@; le plan (ABC) est engendré par @
et v. Le produit scalaire de U et U, noté u - v, est

celui calculé dans ce plan (ABC'). On appelle H
le projeté orthogonal de C' sur (AB).

(a) Si AB et AH sont de méme sens, alors

u-v=AB x AH.

(b) Si AB et AH sont de sens contraire, alors

77— —AB x AH. ———

C
Remarque : On ne peut pas prendre les projetés de : i
B et C sur une droite tierce. On doit soit projeter B f I_L -
sur (AC), soit C sur (AB). o A ‘B
Proposition 5.1. Soient i et U deux vecteurs de [’es- u-v=—AB x AH

pace avec @ # 0. Soient 9 une droite de Uespace di-

rigée par U et P, le projeté orthogonal de U sur &.
Alors :

1
l&l

% 1 1
4 By

S

i-7=1 P, 9



5.1. PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

Exemple : Soit un cube ABCDFEFGH de d’aréte 4. Calculons les pro- H G
duits scalaires /@ . ﬁ et ﬁ : E? C est le projeté orthogonal de G sur

E F
(AC) donc

|
|
AC - AG = AC x AC = (4v/2)? = 32. |
De méme, A est le projeté orthogonal de E sur (AC') donc /)_D_ e

AC-EC = AC - AC = AC x AC = 32. A B

Proposition 5.2. Soient @ et v deux vecteurs non nuls de ’espace. Alors :

—

-7 = |[al| x [|7]] x cos((; 7)),
Propriété 5.1. Soit i@ un vecteur de l'espace. Alors : @ - = ||i]|*.
Proposition 5.3. [Symétrie] Soient u et U deuz vecteurs de l’espace. Alors : i -0 =0 1U.

Proposition 5.4. [Bilinéarité - Admis| Soient u, v et W des vecteurs de l’espace et k un réel.
Alors :

1. (A+0) - W =140+ 70, 3. kx (d-v)=(ku) v=1du-(kv).
2. U-(V+W) =u-U+1d-,

Corollaire 5.1. [Identités remarquables| Pour tous vecteurs de l’espace U et U, on a :

— —(12 —112 v —(12 — — — — —112 -2
1 Ja + 0] = |lal]” +2a - 7 + |J]]", 3. (@ +7) - (a—0) = |a]” = [|7]]"-

— —12 —12 — - -2
2. u =l = l[al]” - 2u - o + [|v]",

Corollaire 5.2. [Formules de polarisation] Soient @ et ¥ deux vecteurs de ’espace. On a :

1

— = — —(12 -2 —(12 — - -2 —(12 — -2
1w 0= S([la+ 0" = [la]” = [17]7) ; 2= g(llal” + 9" ~ lla - %)

5(
Exemple : Considérons les vecteurs 4 et ¥ tels que ||@|| = 3, ||U]| = 5 et |0 —7| = v22.
Calculons la mesure principale de I'angle formé par les vecteurs @ et ¥ : (i ; ). D’aprés les formules
de polarisation, on a :

1

1 1
a5 =5 (1@l + 9] - 17— o) = (32+52—@2) =5 (9+25-22) = > x12=6.

N —

Par ailleurs, on a aussi :

@7 = ||| x ||7]| x cos (@;7) <= 6 =3 x5 x cos (i;7)

— 2
— cos(u;v):g
< (u;V) = cos 5 )

Proposition 5.5. Soient u et U deux vecteurs de ’espace. i et U sont colinéaires si et seulement
si (4;7) = 0[27] ou (4; V) = 7[27].

Démonstration. Exercice. O
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CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Exercices : B.1aB.8; ab.32

5.2 Orthogonalité

5.2.1 Orthogonalité

Définition 5.2. Soient u et v deux vecteurs non nuls de l’espace. On dit que les vecteurs u et v
sont orthogonauz si et seulement si

™
(u;v) = :i:§ [27].
Proposition 5.6. Soient u et v deux vecteurs non nuls de l’espace. Alors u et v sont orthogonaux

st et seulement s1 U - U = 0.

Démonstration. Exercice. O

H G

Exemple : Soit un cube ABCDFEFGH de diagonale a. Calculons les »

produits scalaires suivants :

) i
2.E_f>7'-ﬁ; /)I._D___.__
3. AD - GE. ’

A B

L. AB. BC — AB- (BC + OC) — AB-DC+ 4B -GC — 4B 4B+ AB-BF — AB+0— o
car E et ﬁ sont orthogonaux.

2. E—}>7 . ﬁ = E7 . E—le =0 car E—}>7' et E)l sont orthogonaux.

3. E . G—I)’ = —AD x GF car E et @ sont colinéaires de sens contraires. D’oil E . G? =

—a X a=—a>

C

Exercice : (.9

5.2.2 Repére orthonormé

Définition 5.3. Une base de [’espace est dite orthonormée si les vecteurs de la base sont deuz a
deux orthogonaux et ont tous leur norme égale a 1.

Exemple : Donnons une base orthonormée dans le pavé droit H, G,
ABCDEFGH tel que AB =4, AD =3 et AE = 2. E ! F
|
ABCDEFGH est un pavé droit donc les vecteurs E, E et ﬁ :
sont orthogonaux deux a deux. Cependant, les normes sont distinctes. A ——— -
- 1 ? - 1 ? - 1 ? /// D C
Posons alors : = —=AB, j = =AD et k = -AFE.
4 3 2 A B
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Ainsi,

17l = | 28] = 11381 = g x4 =1 1= |53B] = 51AB1 = 5 x3 -1

17 = || 5732] - 31381 = 5 <21

La base (Z ;j; IZ) ainsi définie est orthonormée.

/N

Définition 5.4. Un repere (O;z_";j;lg) de l’espace est dit orthonormé si sa base ;;j; E) est

orthonormée.
Proposition 5.7. Trois vecteurs non nuls et deuz a deux orthogonaux forment une base de l’espace.

Démonstration. Soient @, ¥ et w trois vecteurs non nuls et deux & deux orthogonaux.
1. 4 et ¥ sont orthogonaux donc (#; ) = £ [27]. D’aprés la propriété 5.5 et ¥ ne sont donc
pas colinéaires et forment ainsi un plan.

2. Montrons que u, U et @ sont non coplanaires. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il
existe (A ;) € (R?)* tel que @ = A\ + . Comme @ et W sont orthogonaux, on a alors

@7 =0 car @ et ¥ orthogonaux)
t

non nul)

De la méme fagon, on trouve que p = 0. Or, on a supposé (\;u) # (0;0), c’est absurde.
Donc u, U et @ sont non coplanaires, ils forment ainsi une base de I'espace.

U
Exercices : [(.10; (.33

5.2.3 Positions relatives

Définition 5.5.

— On dit que deux droites de [’espace sont orthogonales si leurs vecteurs directeurs respectifs
sont orthogonauz.

— Une droite et un plan de [’espace sont orthogonaux lorsqu’un vecteur directeur de la droite
est orthogonal a deux vecteurs de base du plan.

— Deux plans &P, et Py sont perpendiculaires si deux vecteurs définissant &1 sont orthogo-
nauzr 4 deur vecteurs définissant Ps.

4/20] auvraymath.net
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CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Remarques :
1. Deux droites orthogonales sont perpendiculaires si elles sont sécantes (et donc coplanaires).

2. Deux droites perpendiculaires sont orthogonales. Cependant, la réciproque est fausse car
deux droites orthogonales ne sont pas nécessairement coplanaires.

Exemple : Soit un tétraédre régulier ABC'D d’arétes de longueur
[. Démontrons que les droites (AD) et (BC') sont orthogonales. Pour

cela, montrons que AD - BC = 0.

T 50 - 7 (5 70)
— AD-BA+ AD - AC
— _AD-AB + AD - AC. B

Or,
ﬁ-E:ADXABXCOS<@> :lxlxcos<g)
car ABD est équilatéral. D’oil AD-AB = 2 % = %lz. De méme, on montre que AD . AC = %lz.

On en déduit que :

ﬁ-@:—%l%%ﬁzo.

Ainsi, les vecteurs AD et BC sont orthogonaux et donc les droites (AD) et (BC) sont ortho-
gonales.

Remarque : Dans 'exemple précédent, on a montré que les droites (AD) et (BC') sont ortho-
gonales. Toutefois, elles ne sont pas coplanaires donc non sécantes. Les droites (AD) et (BC) ne
sont donc pas perpendiculaires.

Exemple : Considérons ABC'DFE une pyramide a base
carrée telle que les faces issues de F sont des triangles
isocéles. On note O le centre du carrée ABCD. Montrons
que la droite (EO) est orthogonale au plan (ABC).

=)

Pour cela, montrons que ﬁ est donc orthogonal & deux v +
vecteurs de base du plan (ABC).

— ABCD est un carré donc B? et z@ ne sont pas colinéaires et définissent une base du plan
(ABC).

— On sait que les triangles EAB et FAD sont isocéles en F, donc EB = FA = ED. Ainsi le tri-
angle BED est aussi isocéle en E. Sa médiane et sa hauteur issue de F sont donc confondues.

(=] o]
o

OE 3 - 5/
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Or, O est le centre du carré ABC'D donc O est le milieu des diagonales du carré ABCD. En
particulier, O est le milieu de [BD]. Ainsi, (FO) est la médiane et donc la hauteur issue de
E dans le triangle BED. On en déduit que (EO) est perpendiculaire & (BD) et donc que

ﬁ et ﬁ sont orthogonaux.

— Le méme raisonnement permet de montrer que /ﬁ et ﬁ sont orthogonaux.

(EO) est donc orthogonale au plan (ABC).

Exercices : B.I1let B.12]

5.3 Produit scalaire dans un repére orthonormé

5.3.1 Produit scalaire dans un repére orthonormé

Proposition 5.8. Soit (i;7;k) une base orthonormée et i et U deux vecteurs de [’espace de coor-

Ty Ty
données respectives |  yz et | vz dans cette base orthonormée. On a alors :
i <y

ﬁ'ﬁzxgxxg+ngyg+ZgX25.

Démonstration. On a o = xm + yuj + zuk et U= x; i+ yvj + zvk Par bilinéarité, on a

00 = (ai + yaj + zﬁ?)(xﬁ + v + 20k )
Tt - 1+ Taysl - ] + Tazgl - k+yng~;+ygygj~j+ygzj k+ zawgk 1+ 2z lgj

Comme (i ; j ; k) est orthonormée, onai-j=0,7-k=0et j-k =0, ainsi que i -7 = ||i| = 1,

- —

joj= ||]|| —1etE k= ||E|| =1, on en déduit que :

O
3 1

Exemple : Considérons les vecteurs u 2 et v 2 dans un repére orthonormé. Cal-
-1 4

culons le produit scalaire « - . On a

:(L’QX(L’g—l—yﬁXyg—l-ZﬁXZg:?)X1—0—2)(2—1—(—1))(4:3—0—4—4:3.

<y

-

6,20 auvraymath.net
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CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Exemple :  Considérons le  repére de I’espace
(C’;C@ : @ ; C'—é) Notons I le milieu du segment [BF]. SN
Les vecteurs C@ et 17} sont-ils orthogonaux ? T

Dans le repére (C;C?;C@;C??), les points B, C', D, F et
F ont pour coordonnées respectives : B(1;0;0), C(0;0;0),
D(0;1;0), E(1;1;1)et F(1;0;1).

Or, I est le milieu de [BF] donc a pour coordonnées

1+1 1 BT
I( ;L ;O;O;O; >,soit[(1;0;0,5). B
Ainsi,
1-0 1 1-0 1
CE 1-0 | = CE| 1| e DI 0-1 | = DI -1
1-0 1 0,50 0,5

Or, ABCDEFGH est un cube donc le repére (C’; C?; @; C@) est orthonormé. On a alors

C@~ﬁ:x@xxﬁ+yc—éxyﬁ+zc—éxzm
=1x1+1x(=1)+1x0,5
=1-1+40,5
=0,5
£0.

Les vecteurs C@ et 17} ne sont donc pas orthogonaux.

5.3.2 Norme et distance dans un repére orthonormé

Proposition 5.9. Soit @ un vecteur de l’espace dans un repere orthonormé. La norme de U est
alors donnée par la formule :

u

SN

= x%—i—yé%—z

12, O

£y

Démonstration. Conséquence directe du fait que o - 4 = ||

Corollaire 5.3. Soient A(xa;ya;za) et B(xp;yp;zp) deur points de l'espace dans un repére
orthonormé. La distance AB est alors donnée par la formule :

AB = |[AB| = /(x5 — 2)? + (yz — ya)? + (25 — 2a)%.

Exercices : B.I3ab19; 634 aB37

3 720
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5.4. VECTEUR NORMAL A UN PLAN

5.4 Vecteur normal & un plan

Définition 5.6. Soit &7 un plan de l’espace. On dit que le
vecteur 1 est normal au plan & si et seulement si pour
tout vecteur U dans la direction de &2, U et W sont ortho-
gonauz.

Remarque : Un plan admet une infinité de vecteurs nor-
maux qui sont tous colinéaires entre eux.

Proposition 5.10. Soit le plan & dirigé par les vecteurs i et ; n est normal au plan & si et
seulement st il est orthogonal aux deux vecteurs i et j.
Démonstration. Soit le plan & dirigé par les vecteurs i et j Soit 77 un vecteur de ’espace.

— : On suppose que 77 est normal & &. Il est donc normal & tout vecteur dans la direction de
&, en particulier a 7 et 7 qui en sont des vecteurs directeurs.

<= : On suppose que 7 est orthogonal a ieta j Onaalors -7 =0et j-7 = 0. Soit @ un vecteur
dans la direction de &2, il existe (\;u) € R? tel que @ = i + uj = 0. On a alors

—

A-d=m-N+pj)=N-f+pj-i=0.

On en que déduit 77 est normal au plan Z.

0
H G
Exemple : Soit un cube ABCDEFGH. L .
1. Montrons que le vecteur C@ est normal au plan (FGH). %
2. Montrons que le vecteur AH est un vecteur normal au plan (EDC). . c
A B

1. ABCDEFGH est un cube, donc toutes ses faces sont des carrés. Ainsi, C@ est a la fois
orthogonal aux vecteurs F%’ et ﬁ De plus, (ﬁ ; ﬁ) est une base du plan (FGH) et

C@ est un vecteur non nul. Alors, C'—é est un vecteur normal au plan (FGH).

2. ,ﬁ est non nul. EH DA est un carré, donc ses diagonales sont perpendiculaires. Ainsi, ,ﬁ
et ﬁ sont orthogonaux.

AH -DC = (AD + DH) - DC
— AD-DC + DH - DC

=0+0
= 0.

Donc /F[) et ﬁ sont orthogonaux. Donc ﬁ est orthogonal aux vecteurs ﬁ et DC' qui
forment une base de (EDC), autrement dit AH est un vecteur normal au plan (EDC).

8/20 auvraymath.net
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Méthode pour déterminer les coordonnées d’un vecteur normal a un plan :
1. Déterminer les coordonnées de deux vecteurs directeurs du plan @ et v

a
2. Poser i [ b | vecteur de I'espace et ses coordonnées. Enoncer que 7 est normal au plan si
c
et seulement si il est orthogonal & @ et ¥, si et seulement si leur produit scalaire est nul :
n-u=0etn -v=0.
3. Ecrire le systéme obtenu a partir de 7i- @ = 0 et 77 - ¥ = 0 puis le résoudre en exprimant deux
des coordonnées de 77 a l'aide de la troisiéme (par exemple a et b en fonction de ¢). Choisir
une valeur pour la troisiéme coordonnées et en déduire les deux autres.

Exemple : Soient les points A, B et C' de coordonnées respectives (1;2;—2), (=1;3;1) et
(2;0;—2) dans un repére orthonormé. Déterminons un vecteur normal au plan (ABC).

1.1 ) 91 1
| 3-2 — [ 1 | etac 0—2 — | -2
1—(-2) 3 2 (-2) 0

On remarque que /@ et /@ ne sont pas colinéaires donc (E ; /@) est une base du plan
(ABC).
a
2. Soit 7| b | un vecteur de 'espace. 77 est normal & (ABC) si et seulement si 7 est normal

c
a/@etaﬁ.

3. Le repére considéré est orthonormé (), 7 est donc normal a (ABC) si et seulement si :

U {ax(—2)+b><1+c><3 =0 {—2a+b—|—30 =0
0 * ax1+bx(=2)+cx0 = 0 a—2b = 0

/_/H
3_1 §1
Alsl

<:>{3C—2a—b<:>{3022><2b—b<:>{3c:36<:>{c:b

a = 2b a = 2b a = 2b a = 2b°
2

Choisissons arbitrairement b = 1, alors a = 2 et ¢ = 1. Le vecteur 7 | 1 est alors un
1

vecteur normal au plan (ABC).

Remarque : Deux plans sont perpendiculaires si tout vecteur normal & 1'un est orthogonal a
tout vecteur normal de l'autre.

Exercices : (.20 a4 [(.23; 5.38]
OE=0
E
OE 3

9/R0
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5.5 Projeté orthogonal

5.5.1 Projeté orthogonal d’un point sur une droite

Définition 5.7. Le projeté orthogonal d’un point M sur
une droite & est le point d’intersection H de la droite et de
la perpendiculaire a cette droite passant par le point M.

Méthode pour montrer qu’un point est le projeté
orthogonal d’un autre sur une droite : Pour montrer
que H' est le projeté orthogonal de M sur 2, il faut montrer
que :

1. He 9,
2. M ﬁ est orthogonal a un vecteur directeur de Z.

Proposition 5.11. Le projeté orthogonal H d’un point M sur une droite & est le point de & le
plus proche de M. La distance M H est alors la distance entre M et 9.

Démonstration. Considérons 2 une droite de l’espace. Soient M un point de l'espace et H le
projeté orthogonal de M sur Z.

1. Si M appartient a la droite Z, alors M et H sont confondus et M H = 0. H est donc bien le
point de Z le plus proche de M.

2. On suppose que M n’appartient pas a la droite Z. Pour tout point M’ de 2, le triangle
M H M’ est rectangle en H. Alors d’aprés le théoréme de Pythagore, on a : MM"™? = MH? +
HM?"”. Or, par hypothése, H et M ne sont pas confondus donc

MH >0 <= MH?*>0
< MH?*+ HM"? > HM"
= MM"? > HM"
— MM > HM

car les mesures sont positives et la fonction racine carrée est strictement croissante sur R,.
Enfin, on a montré pour tout point M’ de 2, MM’ > HM et H est bien le point de Z le
plus proche de M.

O

Exercice : (.24

10/20 auvraymath.net
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5.5.2 Projeté orthogonal d’un point sur un plan

Définition 5.8. Le projeté orthogonal d’un point M sur
un plan &2 est le point d’intersection H du plan et de la
perpendiculaire a ce plan passant par le point M. s

Méthode pour montrer qu’un point est le projeté | .
orthogonal d’un autre sur un plan : Pour montrer L R R RRRES P
que H est le projeté orthogonal de M sur &, il faut montrer
que :

1. He 9; 2. Mﬁ est normal a &.

Exemple : Soient SABCD une pyramide, E le projeté
orthogonal du point S sur le plan (ABC) et F' un point du
segment [AS]. Soit la droite Z paralléle a (SE) et passant
par F. Montrons que Z coupe la droite (AE) en un point
H qui est le projeté orthogonal de F' sur (ABC).

— Le point E est le projeté orthogonal du point S sur le plan (ABC') donc la droite (SE) est
orthogonale au plan (ABC). La droite (SE) est alors orthogonale a toute droite de ce plan
et donc, en particulier, perpendiculaire & la droite (AFE) puisqu’elle la coupe en E.

— Dans le plan (SAE), les droites Z et (SE) sont paralléles. La droite (AE) est alors perpen-
diculaire a la droite & et la coupe donc en un point H.

— Par définition du projeté orthogonal, 5@ est un vecteur normal au plan (ABC). De plus, les

droites (F'H) et (SE) sont paralléles donc FH est colinéaire a SE ; ainsi FH est normal au
plan (ABC). La droite (F'H) est alors orthogonale au plan (ABC).

— Ainsi, le point H, intersection de Z et de (BE), appartient au plan (ABC') et la droite (F H)
est orthogonale au plan (ABC). Le point H est donc bien le projeté orthogonal du point F'
sur le plan (ABC).

Proposition 5.12. Le projeté orthogonal d’un point M sur un plan & est le point de & le plus
proche de M.

Démonstration. Identique a celle pour le projeté sur une droite. O

Proposition 5.13. Soient M un point de l’espace et &7 un plan de ’espace de vecteur normal 1.
Soit H le projeté orthogonal de M sur &2. Alors la distance M H est appelée distance du point M
au plan & et, pour tout point P € &2, on a :

MH =

Démonstration. Soit P € &2. Comme H est le projeté orthogonal de M sur &2 alors

MP it = |MH|| x |i]| ou MP-ii=—|MH| x || .
3 11,20
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Alors |]\ﬁ | = ||Mﬁ x [|77]| et donc \]\ﬁ 1| = MH x ||7i||. Or, i est un vecteur normal
MP -7

—

7]l

Exemple : On considére le cube ABCDEFGH de coté 1. H T G
On note L , I et J les milieux respectifs des segments [AD],

[EF] et [HG] et K le centre du carré BCGF. Démontrons que E
le vecteur LK est normal au plan (IJB) puis déduisons-en la
distance du point L au plan (I.JB).

donc 7@ # 0, d'ood MH = O

Danslerepére(A;/@;E;E),OD&A((L 0;0), B(1;0;0),
C(1:1:0), D(0:1;0), E(0;051), F(1;0:1), G(1;1:1) et
H(0;1;1).

1
— I est le milieu de [EF ] donc I ; 1 . De méme, J est le milieu de [HG] donc J < i1 1)

-1
donc TJ et TB définissent le plan (IJB).

I
L est le milieu de [AD] donc L < 15 ) De méme, K est le centre du carré BCGF donc

;05
1/2
On en déduit que 17 et ﬁ 0 ]. Onremarque que 17 et ﬁ ne sont pas colinéaires

K est le milieu des diagonales de ce carré. En particulier, K est le milieu de [BG]|, d’ou

1
11
K <1 ) On en déduit que LK 0
272 1/2

— Le repére (A;E;E;ﬁ) est orthonormé, on a alors
— 1
LK~17:1><0+0><1+§><0:0+0+0:0,

—
donc LK et 17 sont orthogonaux. De méme,

— 1 1 1 1
LK-I_B>_1x§+0x0+§x(—1)_§+0—§_0,
donc [7( et I@ sont orthogonaux. [7( est donc normal au plan (/JB).

— La distance du point L au plan (I.J B) est la distance entre L et son projeté orthogonal M

LB-ILK
sur le plan (IJB). Alors LM = |j—|

LK
1
Or,ﬁ —1/2 ], donc
0
LM:}1><1+(—%)><0+0><%\: 1 :ﬁ: 2 :%
5)

VE+e () ; Vs

12/20 auvraymath.net
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Exercice : (.25

5.6 Capacités attendues

— Utiliser le produit scalaire pour démontrer une orthogonalité, pour calculer un angle, une
longueur dans l'espace.

— Utiliser la projection orthogonale pour déterminer la distance d’un point a une droite ou a
un plan.

— Résoudre des problémes impliquant des grandeurs et mesures : longueur, angle, aire, volume.

— Etudier des problémes de configuration dans I'espace : orthogonalité de deux droites, d’une
droite et d’un plan ; lieux géométriques simples, par exemple plan médiateur de deux points.

5.7 Exercices

5.7.1 Progresser

Produit scalaire dans ’espace

Exercice 5.1. Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1. Soient J H G
et L les milieux respectifs des arétes [E'F| et [DC]. E

|
1. Calculerﬁ-ﬁ,B?-B?etE?~D7. i
2. Calculer@-ﬁ,ﬂ-ﬁet B[—ﬁ )———é'— C
3. Calculerﬁ-ﬁ,ﬁ-ﬁetﬁ-ﬁ. A B

Exercice 5.2. Soient u et v deux vecteurs de ’espace. Dans chaque cas calculer u - v.

. . Lo T . . Lo T
Ll =2, o) = 8 et (7)== 2 il = 1, 7] = 3 et (7:7) =
Exercice 5.3. Soient u, ¥ et W trois vecteurs de 'espace tels que 4 -0 =2, 4 -w = —3, w-v =0,
@]l = 1, ||7]| = 2 et ||w]| = 3. Calculer les produits scalaires ci-dessous.
T4 D) - (—2F + 3 1 1
1. (=44 + 59) - (=20 + 3). 9. (§g+ 517) (T — iu‘j)

xerci 4. Soient 4 et ¥ deux vecteurs de 'espace. Dans chaque cas calculer # - .
Exercice 5.4. S t t U d t del D h lcul

Lol = 2, [|d]] = 3 et [lu+ ]| = 5. 2. |Jall =3, [[v]] = 4 et [|u — ]| =2.
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Exercice 5.5. Soient u et ¢ deux vecteurs de l'espace. Dans chaque cas déterminer toutes les
mesures possibles de I'angle (i; ¥/).

L @ =2, |7 =3 et @ v =3V3. 2. U =1, ||7|| =3 et @ U= -3.
Exercice 5.6. Soient @ et ' deux vecteurs de I'espace. Dans chaque cas calculer (o; ).
L @ =3, ||U]] = 4 et ||@+ || = V13. 2. |ldl| =2, |9]| =3 et ||@+ || = V13 + 63/2.

Exercice 5.7. Soit ABC'D un tétraédre régulier (chaque face A

est un triangle équilatéral) d’aréte 6. I et J sont les milieux des
arétes respectives [BC| et [CD].

1. Calculerﬁ-ﬁ,@-ﬁet /ﬁ-/ﬁpuis Al et AJ. D

2. Calculer /T[) : /ﬁ en utilisant les égalités @ + ﬁ = 21@
et /@ + E = 21@ : B J
3. En déduire la mesure, en degré, de 'angle TAJ. Arrondir Ji

au dixiéme. C

Exercice 5.8. [Démonstration] Soient @ et ¥ deux vecteurs de l'espace. Montrer que 4 et ¢ sont
colinéaires si et seulement si (@; 1) = 0[27| ou (4 ; ©) = 7w[27]. Indication : on pourra calculer 4 - U
de deux fagons différentes.

Orthogonalité

Exercice 5.9. [Logique| Soient 4, U et ), trois vecteurs de l'espace. Dans chaque cas, indiquer
si les propositions (a) et (b) sont équivalentes ou si 'une implique l'autre et le démontrer.

1. (a) u-v=0.
a

(b)

(a) w sont deux & deux orthogonaux.
(b) [|@+7+al|” = l1Z|” + 71" + |2l
(a)

(b)

]
e}
[ nd
<y
wn
o)
=
e nd
o
o
=
=
[©D
e.
=
D
2

g=1 (47— 4j+7k), 0=

5 (8i+7—4k) et w=

: o (787 aF).

Les vecteurs , U et W forment-ils une base orthonormée ?
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CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Position relatives

Exercice 5.11. Soit le cube ABCDEFGH le cube ci-dessous et les points I, J, K et L les milieux
respectifs des arétes [AB], [EF], [GH] et [DC].
1. Montrer que la droite (F'H) est orthogonale au plan (AEC).

2. Déterminer graphiquement si le plan et la droite donnés sont H K
orthogonaux :

b,

(a) (DCG) et (IL). (c) (EFC) et (KI). : F
(b) (ABF) et (H.J). (d) (ABC) et (DK). |

3. Déterminer si les deux droites sont orthogonales. ’, ¢

(a) (IK) et (JL). (c) (HG) et (IL). B
(b) (JH) et (DH). (d) (JC) et (KB).

Exercice 5.12. ABCD est un tétraédre régulier. On note G le
centre de gravité du triangle ABC, i.e. le point tel que z@ +

BG +CG = 0. I et J sont les milieux respectifs des segments
[AB] et [BC]. Démontrer que :

Q

1. les droites (AJ) et (BC) sont perpendiculaires ;

2. les droites (DJ) et (BC') sont perpendiculaires;

3. la droite (BC) est orthogonale au plan (AD.J); A
4

5

<

. la droite (AB) est orthogonale au plan (DCT); I
. la droite (DG) est orthogonale au plan (ABC).

Produit scalaire dans un repére orthonormé

Exercice 5.13. Calculer la norme des vecteurs suivants dans ’espace muni d’un repére ortho-
norme.

~1 2 V3 1
Lal 7 | 2.7 2 |. 3wl 7 ). 4.7 0

3 —2 V2 —2
Exercice 5.14. L’espace est muni d’un repére orthonormé (O oF f; E) Soit le vecteur u de 'espace

tel que u = —5i + j Dans chaque cas, déterminer, si elles existent, les valeurs des réels x, y et z
tels que u et U soient orthogonaux.

x 1 V2 x x
1. 7| 10 |]. 2.0 1. 3. 7 5v2 |. 4. 7| vy 5. v 3
3 z z 9 z
OE00)
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7 —4
Exercice 5.15. Soit Z; de vecteur directeur ofl 5 | et 9, la droite de vecteur directeur d_; 5
3 1

dans l’espace muni d'un repére orthonormé. En calculant d: . J;, montrer que %, et %, sont
orthogonales.

Exercice 5.16. On considére le cube ABCDEFGH d’aréte de longueur 1. L’espace est muni du
repére orthonormé (A ; E ; E ; /ﬁ) Le point I est le milieu du segment [E'F|, K le centre du
carré ADHE et O le milieu du segment [AG].

1. Donner, sans justification, les coordonnées des points A, B, et G.

2. On admet que les points I et K ont pour coordonnées [ <% ;0 1) et K <0 ; % ; %) Démontrer
que la droite (BK) est orthogonale au plan (AIG).
Exercice 5.17. Soient A(2;4;2), B(—4;1;2), C(0;3;8), D(2;—-1;6) et H(—1;1;5) cinq
points de 'espace muni d’un repére orthonormé.
1. Montrer que B, C et D définissent un plan.
2. (a) Montrer que H appartient au plan (BCD).
(b) Montrer que la droite (AH) est orthogonale au plan (BCD).
3. On note [ le milieu de [CD].
(a) Montrer que (BI) et (C'D) sont perpendiculaires.
(b) Calculer I'aire du triangle BC'D.

4. Calculer le volume du tétraédre ABCD.

Exercice 5.18. ABCDEF est un prisme droit a base trian-

E F
gulaire ABC tel que A(—2;4;—1), B(3;—4;5), C(8;0;2) et v

D (—6;19;19) dans I’espace muni d’un repére orthonormé.
1. Montrer que ABC' est isocele en A.
2. Calculer 'aire du triangle ABC. B ¢
3. En déduire le volume du prisme ABCDEF. A

Exercice 5.19. Soient A (1;—3;3), B(4;2;—1) et C'(—2;—2;3) trois points dans l'espace muni
d’un repére orthonormé. Montrer que ces trois points sont sur une sphére de centre D (1;2;3) et
de rayon a déterminer.

Vecteur normal

Exercice 5.20. En reprenant la figure de I'exercice [5.11] donner un vecteur normal & chacun des
plans :

1. (ABC); 2. (KGL); 3. (ADG); 4. (CBE).
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CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Exercice 5.21. Soient A (4;—2;1) et B(—1;2;2) deux points dans ’espace muni d’un repére

1 1
orthonormé. Le plan & passe par A et est dirigé par les vecteurs v | 1 | et w | 2
1 —2

1. Déterminer les coordonnées de /@
2. (a) Calculer 7- AB et @ - AB.
(b) Que peut-on en déduire pour la droite (AB) et le plan &2 7

1
Exercice 5.22. Soit & le plan passant par A(1;1;1) et dirigé par les vecteurs @ | 1 et
-2
2 1
v | 3 | dans ’espace muni d’un repére orthonormé. Le vecteur 7 [ 1 | est-il un vecteur normal
-5 1
au plan &7

Exercice 5.23. A(0;1;—1), B(3;—2;0) et C'(3;—2;2) sont des points dans ’espace muni d’un
repére orthonormé.

1. Montrer que A, B et C définissent un plan.

2. Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).

Projeté orthogonal sur une droite

Exercice 5.24. ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. H G
1. Déterminer la nature du triangle £ DG.
F

/
/
/

2. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal du
point E sur la droite (DG) dans le repére orthonormé

(A;E;E;ﬁ). )Iy_l’)_/

3. Calculer la distance du point E & la droite (DG). 1:1/

Projeté orthogonal sur un plan
Exercice 5.25. A (1 - —/3; 0), B (1 ; \/3;0), C(=2;0;0) et D (0 ;05 2\/§> sont des points dans
I’espace muni d’un repére orthonormé.
1. Montrer que A, B, C' et D ne sont pas coplanaires.
2. Montrer que ABCD est un tétraédre régulier.
. . . =~ =
3. On définit G comme étant le centre de gravité G du triangle ABC' : GA + G? + G? =0.

(a) Calculer les coordonnées G.
(b) Montrer que G est le projeté orthogonal de D sur (ABC).
(¢) En déduire la distance du point D au plan (ABC).

4. Calculer le volume du tétraédre ABCD.
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5.7.2 Approfondir

Exercice 5.26. [Chimie] On modélise la molécule de méthane
CH, constituée d'un atome de carbone et de quatre atomes d’hy-
drogéne H par un tétraedre a l'intérieur d’un cube. Le noyau
de carbone, au centre de la molécule, est au centre du cube.

Les noyaux d’hydrogéne correspondent & des sommets du cube.
L’objectif de 'exercice est de déterminer ’angle entre deux liai-
sons carbone-hydrogene.
H
1. Montrer que les quatre atomes d’hydrogénes forment un
H

tétraedre régulier.

Im

2. Déterminer la mesure l'angle.

Exercice 5.27. [Sphére circonscrite & un tétraédre|
ABCD est un tétraédre régulier. On note D

— G le centre de gravité du triangle ABC, i.e. le point tel
que A_é + ﬁ + C@ =0 ;

— O lisobarycentre de A, B, C' et D, i.e. le point tel que ¢
A0 +BO+CO+DO =10 4 5

— I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [BC]. 7
B

1. (a) Montrer que OA% — OB? = 2BA - Ol.
(b) Montrer que BA-OI = 0 en utilisant Uexercice T2
(c) Que peut-on en déduire pour OA et OB 7

2. Démontrer que O est le milieu de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD, i.e. la sphére
contenant les quatre sommets du tétraédre.

5.7.3 S’entrainer

Produit scalaire dans ’espace

H K
Exercice 5.28. Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 2. Soient I, J, K, L | g
les milieux respectifs des arétes [AB], [EF], [HG] et [DC]. Ey/ ] F
|
1. Calculerﬂ-ﬁ, ﬁ@, etﬁ-ﬁ. , :
2. En utilisant la décomposition ﬁ] = ﬁ + E—H) , calculer ﬁ] : C@ /}_D_ n. C

3. Calculerm-wetﬁ-wetﬁ~ﬁ. //1 B
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CHAPITRE 5. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Exercice 5.29. Soient u et ¥ deux vecteurs de l'espace. Dans chaque cas déterminer toutes les
mesures possibles de I'angle (i; ¥/).

1 1
L. ||a|| = 12, ||¥]| =3 et -vU=3. 3. 1u) =2, |7 —5 tu-v=0.
2. ||@|| =4, ||7]| =2et @7 =8. 4 [l =3, vl = g et @-v=—.
Exercice 5.30. Compléter le tableau ci-dessous.
La-o [l [ [1o]l [ fla+ o | [l — ol |
3 2 4
5 | 2 V3
8 3 4

Exercice 5.31. Soient @ et ¢ deux vecteurs de I'espace. Dans chaque cas calculer (o; 7).
L fld]l = 3, |v]] = 4 et [li + & = 5. 2. |[a]] = 2, [|d] = 3 et || — ]| = 1.

Exercice 5.32. Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.
1. Déterminer la mesure de 'angle E DG sans utiliser le produit scalaire.

2. En déduire ﬁ . ﬁ

Repére orthonormé

1 . - . 1. 1- [2.
ﬁzﬁ(z’—j), T=—k et u7=——z'+—y+\[§k:

Les vecteurs u, v et W forment-ils une base orthonormée ?

Produit scalaire dans un repére orthonormé

Exercice 5.34. ABCDEFGH est un cube d’aréte 1. On se place dans le repére orthonormé
(13 18

1. Quelles sont dans ce repére les coordonnées des 8 sommets
du cube?

Calculer les coordonnées des vecteurs @ et A_é
En déduire la valeur de /@ . /@ E

Calculer ﬁ . ﬁ )

Les vecteurs ﬁ et ﬁ] sont-ils orthogonaux 7 Justifier par
un calcul. 2D C

6. Soit I le milieu de [AB], J le point défini par EJ = g—f},

et K le centre de la face BCGF. Donner les coor onis
des points I, J et K dans le repére puis calculer I.J - DK.

3 19,20
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Exercice 5.35. L’espace est rapporté & un repére orthonormé ot ’on considére les points A (2; —1;0),
B(1;0;-3)et C(6;6;1).
1. Démontrer que le triangle ABC' est rectangle en A.
e
2. Calculer le produit scalaire BA - ﬁ puis les longueurs BA et BC.

3. En déduire la mesure en degrés de I’angle ABC arrondie au degré.

Exercice 5.36. Soient A(1;—-2;7), B(3;—1;10) et C'(—4;5;8) trois points dans I’espace muni
d’un repére orthonormé. Les droites (AB) et (AC) sont-elles paralléles 7 Orthogonales ?

Exercice 5.37. Soient A(—1;1;6), B(2;—3;1)et C(1;—2;2) trois points de ’espace muni d'un
repére orthonormé.

1. Montrer que A, B et C' définissent un plan.

2
2. Soit [ 4 | un vecteur de I'espace. Montrer que la droite & passant par le point A et de
-2
vecteur directeur 7 est orthogonale au plan (ABC).

Vecteur normal
Exercice 5.38. A(1;0;1), B(—2;0;3) et C'(0;1;2) sont des points dans I’espace muni d'un
repére orthonormé.

1. Montrer que A, B et C' définissent un plan.

2. Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).

5.7.4 Le Flashback!

Flashback 5.1. [Formes indéterminées] Etudier la limite de chaque suite.

3n?+4 2n —4 4 —5n
= _ 2. b, = . 3. cp=——.
2n + 2 7—3n m2 +1

1. a,

Flashback 5.2. Soit la suite (u,) définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n,

Un

Upt] = Uy X €

1. Démontrer par récurrence que tous les termes de la suite sont positifs.
2. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

3. En déduire que (u,) est convergente.
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