Chapitre 15

Fonctions racine et inverse

15.1 Fonction racine carrée

15.1.1 Deéfinition

Définition 15.1. La fonction f définie sur [0 ; +o0] A
par f(x) = \/x est appelée fonction racine carrée
2 41
Représentation graphique : la fonction racine 1T
admet pour représentation graphique la courbe ci-
tre. 0 % % % —>
contre 0 j 5 3 ]

Exemples : Résolvons une inéquation et déterminons un encadrement graphiquement.
1. v/z < 3 a pour solution : 2. Siz € [1;4], alors

z€0;9[. 1<Vr<2
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Méthode de détermination d’un domaine de définition : Soit f la fonction définie
par f(z) = /(1 — 4z)(9 — 3z). Déterminons son ensemble de définition. f(z) est défini si et
seulement si (42 + 1)(9 — 3z) > 0.

1—4x >0 9—32>0
<:>x<i. — <3



15.1. FONCTION RACINE CARREE

On peut maintenant utiliser ces résultats pour compléter le tableau de signes ci-dessous et
en déduire le signe du produit.

x —00 I 3 +00
dr + 1 + 0 - -
9 — 3 + + 0 —
(4dx 4+ 1)(9 — 32) + 0 - 0 +

On en déduit que f est définie sur l'intervalle } —00; —} U [3; 400 .
Exercices : [[5.1a[5.3); 1522

15.1.2 Propriétés

Proposition 15.1. La fonction racine carrée est :
1. positive sur [0;+oo[ ;

2. strictement croissante sur [0;+00] .

Démonstration. Soient xq et x5 dans Ry tels que z; < 9. On veut montrer que f(x1) < f(z2),
pour cela, on va étudier le signe de f(z3) — f(x1). On a — puisque /T3 + /27 est non nul —,

Fl) — flan) = s — o/ = VT VIVT VT m

Vaz+ /T VB VE

Comme /Zy + \/z1 > 0 et 25 — 1 > 0, on en déduit que f(x2) — f(x1) > 0, donc que
f(z1) < f(x2). Autrement dit, f est croissante . O

Méthode de détermination de variations : Soit f définie par f(x) = v/1+ 22 sur R.
Etudions les variations de fsur R_. Soient zq, x5 € R_ tels que 1 < x5. On a

— 2 >25>0

T < X9 <0
=
(ineg. changéé car fct carré décroissante sur R_)

— 1+2?2>1+2i>1
—

V142> /14 a3

(ineg. conservée car fct racine décroissante sur R.)
= f(21) > f(22).

On a donc 21 < 23 = f(x1) > f(x2), f change les inégalités sur R_, elle y est donc
décroissante.
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Proposition 15.2. Soient x1, o € Ry, on a :
1. VX1T2 = A/ T14/ T2, 3. \/1’1+$2<w/1’1+w/1’2;
2. Ty - NG ’ 4. 8t 11 < Xo, alors /T — /Ty < \/T1 — Xa.

Démonstration. Soient x1, x5 € R,.

2 2 2
1. On a \/z1xy" = x129. O1 1, 9 € Ry, donc x; = /21" et x5 = /25", donc

\/!101@2 =X1T2 = \/:E12\/x22 = (\/:Eh/:pQ)Q.
Comme /T, /T2, \/T122 € Ry, on en déduit que

2. De méme facon, on a

) B T2 B ‘/@2 VL2

A nouveau, comme /71, /T2, /T122 € Ry, on en déduit que
[7_ VT
T2 V2
3. On a /1y —|—x22 =21+ 29 €t

(\/.’171 —+ \/I2)2 = \/.T12 —+ 2\/1’1\/.’172 —+ \/.TQZ = + 2\/1’1\/1’2 + Z9.
Or z1 + 29 < 71 + 2/T1\/T9 + 15 car /T1,/T2 > 0, donc

VIt ap < (VE1 + 22)°

Comme la fonction racine est croissante sur R, on en déduit que

VT + T2 < T+ /2.

= \/(IE1—$2)+$2
VI ST+ E (dapres 3)
— gy < V11 — 29

—
—

O

Remarque : Ces propriétés avaient déja été vues dans le chapitre de calcul littéral, il s’agissait
ici de les démontrer.

[Slagsle]
OE 3
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Méthode d’encadrement : Soit f définie par f(z) = v/2z — 1 sur

1
—7;§I.Ona
32°8

1
3 —I—OOI . Déterminons

un encadrement de f sur [—1;4]. Soit z €
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Exercices : [5.4a[I5.7; 01523 et 15241

15.1.3 Reésolution algébrique d’équations et d’inéquations

Proposition 15.3. Soient z, a € R,.

1. Jr=a < z=d. 2.\t <a = x<d.
Démonstration. Conséquence de la stricte croissance de la fonction carré sur R, . 0J
Exemples :

. V=9 < 12=9? < 1z =38l

2.5<r<6 < 5 < r <6’ < 25 <z <36

Exercices : [[5.8 et 15.9]; [[5.25]
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15.2 Fonction inverse

15.2.1 Définition
Définition 15.2. La fonction [ définie sur R* par

f(x) = — est appelée fonction inverse .
x

Représentation graphique : la fonction racine
admet pour représentation graphique I’hyperbole
ci-contre.

Exemples : Résolvons les inéquations suivantes
graphiquement.

1
1. — > = a pour solution : 2.
x

| —

z€10;2].

Méthode de détermination d’un domaine de définition : Soit f la fonction définie
1

par f(2) = T o — 30

seulement si (4 + 1)(9 — 3z) # 0. D’aprés la régle du produit nul, (4x 4+ 1)(9 — 3z) = 0 si et

seulement si 4z +1=0o0u 9 — 3z = 0.

. Déterminons son ensemble de définition. f(z) est défini si et

= —dr=-1 — —3z=-9
<:>x:1. <— z=3.

1
Donc f est définie sur R\ {Z ; 3}.

Exercices : [15.10 a[I5.12]; 15.26
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15.2.2 Propriétés
Proposition 15.4. La fonction inverse est :
1. négative sur |—oo ;0] et positive sur ]0;+oo] ;

2. strictement décroissante sur |—oo;0[ et ]0;+oo] .

SN

2
|
8

Remarque : la fonction inverse n’est pas décroissante sur R*, en effet on a —1 < 1 et pourtant
f(=1) < f(1).

Démonstration. Soient x; et xo dans ]0;+oo[ tels que x; < xo (le cas |—o0;0[ est laissé en
exercice. On va étudier le signe de f(z3) — f(x1), on a,

1 ]._l‘l—ZL‘Q

flza) = f(o1) = — —— = .

X2 X T1T2

Comme z129 > 0 et 21 —x5 < 0, on en déduit que f(z2)— f(x1) < 0, donc que f(x1) > f(z2).
Autrement dit, f est décroissante . O

Remarque : les méthodes d’encadrement et de détermination des variations d’une fonction
vues pour la fonction racine s’appliquent aussi pour la fonction inverse sur les intervalles ou
elle est strictement décroissante.

Exercices : [5.13 a[I5.17; 15.27 et I5.28]

15.2.3 Reésolution algébrique d’équations et d’inéquations

1 1
Corollaire 15.1. Soient X, a € R*. On a : x =0 — X =-.
a
Exemple : On a
1 1 3 1
YT = 3 2<:>3:1: 2<:>:1: 5
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Méthode de résolution d’inéquations : Elle consiste a se ramener a un tableau de signes.

Résolvons l'inéquation <2.0n a
3z —2
1 <2 <— 2<0
3z —2 3z —2 =
1 2(3x — 2)
<= — <0
3 — 2 3x — 2
— 1 6x—4<0
3r—2 3x—2
1—6x+4
<— —— <0
3r — 2
3xr—2
X —0o0 % % +o0
5 — 6z + + 0 -
3r — 2 — 0 + +
5 — 6x _ + 0 _
3x — 2

2 5
On en déduit que la solution de I'inéquation est } —00; 3 { N {6 ;00 {
Exercices : [[5.18 et [5.19]; 15.29

15.3 Positions relatives

Définition 15.3. [Rappels] Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I a valeurs
dans R. On note €} et €, les courbes représentatives de f et g. On dira que 65 est au dessus
de €, — respectivement en dessous — sur un sous-intervalle J de I si pour tout v € J, on a

f(x) = g(x) — respectivement f(x) < g(x).

On pose f et g définies sur Ry par f(z) = = et g(z) = /2. Etudions les positions relatives
de € et €.

Gy est au dessus — resp. en dessous — de 6 si et seulement si f > g —resp. f < g —, siet
seulement si f —g >0 —resp. f — g < 0.

Pour tout x € R,

f@)—g(2) =2 — Vo =z —vVi=Va(Vz-1).
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Ve —1 - 0 +

f—y - 0 +

Donc %y est au dessus de 6, sur |1;+oo] et en dessous sur [0;1] .

Exercices : [15.20 et 15.21]; 15.30

15.4 Capacités attendues

— Résoudre des équations et inéquations, graphiquement et algébriquement, faisant inter-
venir les fonctions racine et inverse.

— Déterminer ’ensemble de définition d’une fonction faisant intervenir les fonctions racine
et inverse.

— Déterminer des encadrements et des variations de fonctions faisant intervenir les fonctions
racine et inverse.

— Déterminer leurs positions relatives de courbes de fonctions faisant intervenir les fonctions
racine et inverse.

15.5 Exercices

15.5.1 Progresser
Fonction racine carrée

Exercice 15.1. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses. Justifier si elles sont
fausses.

1. L’image de 9 par la fonction racine carré est 3.
2. L’image de —9 par la fonction racine carré est —3.
3. Un antécédent de 4 par la fonction racine carré est 16.

4. Un antécédent de 5 par la fonction racine carré est —25.

Exercice 15.2. Résoudre graphiquement inéquations suivantes.
1. Vo <4 2. x> 11. 3. 8<x<9.

Exercice 15.3. Déterminer les ensembles de définitions des fonctions suivantes.

1. f(z) =2 — 4z 3. f(z)=+/(5x +1)(2 - Tx).
2. f(x) =+/—x. 4. f(x) =+1— 22
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Propriétés de la fonction racine carrée

Exercice 15.4.
1. Montrer que la fonction f définie sur R, par f(z) =/ — 3 est croissante sur R,.

2. Montrer que la fonction g définie sur R, par g(x) = —5y/x+1 est strictement décroissante
sur R

Exercice 15.5. Déterminer un encadrement de +/z dans chacun des cas suivants.

3 Beoe®

FUSTS 36 ST S 16

| =

Exercice 15.6.
1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(z) =1 — /22 + 1 sur R_.
2. Etudier les variations de la fonction g définie sur |—oo ;1] par g(z) = 4/1 — 3.

Exercice 15.7. Soit x € |6;7[, déterminer un encadrement a 0,1 prés de
1. 3y/x +1; 2. VAr +1; 3. Va2 —1-1.
Résolution algébrique d’équations et d’inéquations a 1’aide de la fonction racine
carrée
Exercice 15.8. Résoudre algébriquement les équations et inéquations suivantes.

1. V35 —2=05. 3. vz >0,5. 5. V0 —7 < 2.
2. 2T —5=—1. 4.22<2/7+1<2,6. 6. ViZ—2z+4>2.

Exercice 15.9. [Evolutions] On considére un disque de rayon r et de surface S.
1. Exprimer r en fonction de S.

2. On considére un disque de surface S; = 1. Comment doit évoluer le rayon du disque pour
que son aire triple?

3. Méme question pour une diminution de moitié¢ de ’aire du disque.

Fonction inverse

Exercice 15.10. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses. Justifier si elles sont
fausses.

1. ’image de 3 par la fonction inverse est —3
1
2. L’image de —7 par la fonction inverse est —4.
1
3. Un antécédent de 3 par la fonction inverse est 2.

6 ) S
4. Un antécédent de — par la fonction inverse est ~5

3 9/


https://auvraymath.net/

15.5. EXERCICES

Exercice 15.11. Résoudre graphiquement inéquations suivantes.

11 1
1. = > —. 3. 2 < — <2
T 6 T
1 1
2. — > —5. 4. —0,5< —<0,1.
xr xr

Exercice 15.12. Déterminer les ensembles de définitions des fonctions suivantes.

1 f(:c):gxl_Q. 3. f(z) = Hle. 5. f@;):ﬁ.
2 fla) = —° 4 f(z) = L 6 f@):ﬁ.

T 14z (z +2)(z —3)

Propriétés de la fonction inverse

Exercice 15.13. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
1. La fonction inverse est décroissante sur [9; +o00].
2. La fonction inverse est décroissante sur R*.

3. La fonction inverse est décroissante sur |[—9;0[U]0;9[.

Exercice 15.14.

1
1. Montrer que la fonction f définie sur R* par f(x) = — - 3 est décroissante sur R .

5
2. Montrer que la fonction g définie sur R* par g(x) = —— + 1 est croissante sur R* .
x

1
Exercice 15.15. Soit x € R*. Déterminer un encadrement de — dans chacun des cas suivants.

x
— _ 1 1 1 3
1. 1<z <4 2. —2<r<—-1. 3__§<x<_§_ 4Z<;p\1
Exercice 15.16.
B 1
1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R\{—1} par f(z) = 1 — — T S
x

I'intervalle |—1; +o0].
1

VT +1

2. Etudier les variations de g définie sur R par g(z) =

Exercice 15.17. Soit x €

1
3 2}, déterminer un encadrement de

1 5 1 2
r+1 ' 241

2
1. —+3. 2. —
T
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Résolution algébrique d’équations et d’inéquations a I’aide de la fonction inverse

Exercice 15.18. Résoudre algébriquement les équations et inéquations suivantes.

L, g 1 1 .
Cr43 Cr42 3 "9z 417 2
1 2 2 4
- =T. 4. <4 6. = ——.
20+ 1 dor —1 dor —1 3
3 2
— 4+ — = 4’
Exercice 15.19. On considére le systéme (.5) 6 g
221
r Yy

1 1 .

1. On pose X = — et Y = —. Ecrire le systéme dont (X ;Y') est solution et le résoudre.
z y

2. En déduire tous les couples (x;y) solutions de (5).

Positions relatives

1 .
Exercice 15.20. Soient les fonctions f et g définies sur R par f(x) = x et g(z) = —. Etudier
x

les positions relatives de & et €.
Exercice 15.21. Soient les fonctions f et g définies sur R, par f(z) = 61/ et g(z) = —2y/2+3.
Etudier les positions relatives de €} et 4.

15.5.2 S’entrainer

Fonction racine carrée

Exercice 15.22. Déterminer les ensembles de définitions des fonctions suivantes.

1. f(x) =+v2—u. 2. f(z) = /(6z —3)(15+ 3z). 3. f(z) =4 —22

Propriétés de la fonction racine carrée

Exercice 15.23. Montrer que la fonction f définie sur :
1. Ry par f(z) = —4y/x + 3 est décroissante sur R ;
2. [=1;1] par f(z) = /1 — 22 est croissante sur [—1;0] et décroissante sur [0;1].

Exercice 15.24. Soit x € |6; 7], déterminer un encadrement de

1. Vo —4. 2. =2¢/x+4. 3. 1+ Va2 +5.
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Résolution algébrique d’équations et d’inéquations a 1’aide de la fonction racine
carrée

Exercice 15.25. Résoudre algébriquement les équations et inéquations suivantes.
1. V7z+5=1. 2. 0,2<3y/r—11<0,5. 3. vVa?+3x+9<3.

Fonction inverse
Exercice 15.26. Déterminer les ensembles de définitions des fonctions suivantes.
4dr +1 1 1

Gr-noer1s) 2= A 3. f(z) =

L f(x) =

Propriétés de la fonction inverse
Exercice 15.27. Montrer que la fonction f définie sur :

3 . .
1. R* par f(z) = - + 1 est strictement croissante sur R ;

2. ]—1;+oo| par f(z) = est décroissante sur |—1; +o0.

1
vr+1

Exercice 15.28. Soit x €

1
-5, ——} , déterminer un encadrement de

5

1 5 2
1. — —1. 2. —— + 2. 3. 1— .
T T 3+ 1

Résolution algébrique d’équations et d’inéquations a I’aide de la fonction inverse
Exercice 15.29. Résoudre algébriquement les équations et inéquations suivantes.

1 2 > —1 2 —2 <4
C8x — 24 ‘ " hr 4100 5

Positions relatives

2 3
Exercice 15.30. Soient f et g deux fonctions définies sur R* par f(t) = i et g(t) = - 5.

Etudier les positions relatives de Cr et Gy.

15.5.3 Le Flashback!

Exercice 15.31. Soit n € N.
1. Démontrer que 72n + 36 est un multiple de 9.
2. Démontrer que (12n — 3)?(2n + 4) est un multiple de 18.

Exercice 15.32. Ecrire sous forme de fraction irréductible les fractions suivantes.

78 24 190

1. —. 2. —. 3. —.
42 72 38
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