Chapitre 11

Primitives et équations différentielles

11.1 Equation différentielle

Définition 11.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle de R. Une équation différentielle
du premier ordre est une équation dont :

— ["inconnue est une fonction y, dérivable sur un intervalle I ;
— la forme est celle d’une relation entre la fonction y et sa dérivée y' :y' = f(y).

La relation y' = f(y) signifie que pour tout x € I, on a y'(z) = f(y(z)).

Exemple : Soit ’équation (F) : y' = 3y.
— (E) est une équation différentielle. Résoudre cette équation revient & déterminer toutes les
fonctions y dérivables sur R vérifiant pour tout réel z : y/'(z) = 3y(x).

— La fonction y, définie sur R par yo(x) = €3® est une solution de (E). En effet, y, est dérivable
sur R, et on a, pour tout z € R,

yo(x) = 3e3 = 3yo(z).

Remarques :

— Une équation différentielle est un cas particulier d’équation fonctionnelle, i.e. une équation
dont I'inconnue n’est pas un ou des réels mais une fonction.

— La relation 3y’ = f(y) est a prendre dans un sens large, la fonction f peut tout a fait étre
constante au sens ou elle ne dépend pas de y (mais tout de méme étre une fonction), ce qui
donne 3/ = c.

— On parle de premier ordre lorsque la fonction est liée a sa dérivée premiére. Il est toutefois
possible de la lier a n’importe quelle combinaison de ses dérivées (si elle est dérivable plusieurs
fois) et donc d’avoir des équations différentielles d’ordre quelconque. Par exemple, y” +y = 0
et ¥y’ + 2y + y = 0 sont des équations différentielles du second ordre.

Exercices : [[1.1a[ITh; TT.33 aI1.35



11.1. EQUATION DIFFERENTIELLE

11.1.1 Primitive d’une fonction continue sur un intervalle

Dans toute la suite, I désigne un intervalle de R.

Définition 11.2. Soit f une fonction définie sur I. On appelle primitive de f sur I, toute
fonction F dérivable sur I telle que F' = [ : pour tout x € I, F'(x) = f(x). Autrement dit, une
primitive de f sur I est une fonction solution de ’équation différentielle y' = f.

Remarque : chercher une primitive F' de f, ou « primitiver » f, c’est d’une certaine fagon
effectuer l'inverse de la dérivation.
Dériver

F < > f=F
Primitiver

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 3z% — 2z + 1.

3

— La fonction F, définie sur R par Fy(z) = 2° — 22 + 2 est une primitive de f sur R puisque

Fj(x) =32 =22+ 1= f(x).
— Cette primitive n’est pas unique, par exemple la fonction Fy définie par Fi(z) = 2 —2?+x+1
vérifie également F](z) = f(x), donc est également une primitive de f sur R.

— On dit que Fj et F; sont deux solutions de I'équation différentielle ' = f.

Théoréme 11.1.
1. Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I.
2. Soit f une fonction continue sur I, et Fy une primitive de f sur I.

(a) f admet une infinité de primitive sur I.

(b) Toutes les primitives F' de f sur I sont les fonctions F : x — Fy(z) + ¢, ot c € R. On
dit que deux primitives d’une méme fonction différent d’une constante : F — Fy = c.

Démonstration.
1. Admis.
2. Soit f une fonction continue sur I et soit Fy une primitive de f sur /.

(a) Alors toute fonction de la forme z — Fy(x) 4 ¢ ol ¢ est une constante quelconque est
également de dérivée f donc est également une primitive de f. Il y a donc une infinité
de primitive de f sur [I.

(b) Soit F' une autre primitive de f sur I. On définit la fonction g sur I par :
g(x) = F(x) — Fy(x). Alors g est dérivable sur I et, pour tout = € I,

d(z) = F'(z) — Fj(z) = f(z) — f(x) = 0.

La dérivée de g est nulle donc g est constante sur [ : il existe ¢ € R tel que, pour tout
xz €1, g(x) = ¢, autrement dit F(z) — Fy(z) = ¢, ou encore F(z) = Fy(x) + c.
O
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Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(z) = e* + 2.
— f est continue sur R donc admet une infinité de primitive.
— La fonction Fy définie sur R par Fy(z) = e® + z? est une primitive de f.

— Les primitives de f sur R sont donc toutes les fonctions de la forme z + e® + 22 + ¢, otl ¢
est une constante réelle.

— L’équation différentielle 3y = e* 4+ 2z admet donc une infinité de solutions sur R qui sont
toutes les primitives de f.

Proposition 11.1. Soient f une fonction continue sur un intervalle I, xo € I et yg € R fixés.
Alors il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(xy) = yo.

Démonstration. f est continue sur I, elle admet donc une infinité de primitives. Soient F) et Fy
deux primitives de f vérifiant Fj(xg) = yo et Fo(xg) = yo. Montrons que F; = Fy. Comme toutes
les primitives différent d’une constante, il existe ¢ € R tel que, pour tout x € I, Fy(z) = Fi(z) +c.
Dongc, en particulier, on a

Fg(l’o):yo <~ Fl(:co)—i—c:yo <~ C:yO—Fl(l’o) <~ c=0.

On a donc, pour tout = € I, Fy(z) = Fi(z), ce qui prouve l'uniciteé. a
Exemple : Reprenons 'exemple précédent : f(z) = e* + 2x. Il existe une unique primitive F
de f telle que F'(0) = 2. F est de la forme F(z) =e” + 2% + cavec c € R. On a :

F0)=2 <= "+ 0 +c=2 < c=1.
Ainsi, F(z) = e” + z* + 1 pour tout z € R.

Remarques :

— La condition F'(xy) = yo est parfois appelée condition initiale en référence a certaines situa-
tions rencontrées en physique.

— 1l existe des fonctions continues qui n’admettent pas de primitives explicites, c’est le cas de
la fonction z — e~ pour laquelle il est impossible de donner I'expression d’une primitive.

Exercices : a[11.8; 11.36

11.1.2 Primitives des fonctions de référence

Soient £k € R et n € Z*.

1 1
fiz— | k " n # —1 - NG e’ | cos(x) | sin(z)
Dy R R R* R, | R R R
l.n—i—l
F:xw | kx ] In(x) | 2¢/x | € | sin(x) | —cos(x)
Dr |R|n>0:R;n<—1:R| R, | R, |[R| R R
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Remarque : il faut faire attention au cas de la fonction inverse qui est définie sur R* mais dont
le logarithme n’est la primitive que sur R7.

11.1.3 Opérations sur les primitives

Proposition 11.2. Soient u et v sont deux fonctions continues sur un intervalle I, k est un
nombre réel. Sotent U et V deux primitives respectives de u et v. Alors :

1. U+V est une primitive de u + v. 2. kU est une primitive de ku.
Démonstration.
L(U+V)=U+V =u+v. 2. (KUY = kU' = ku.

O

Exemple : Les primitives de la fonction f définie sur R par f(z) = 22 — 3z + 1 sont les fonctions

1
F définies sur R par F(z) = §x3 — gxz +x + c avec ¢ € R.

Proposition 11.3. Soient v une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et u une fonction
définie et dérivable sur un intervalle J a valeurs dans I : ¥z € J, u(x) € I. Alors vou est une
primitive de u' x (v' ou) sur I.

Démonstration. Solent v une fonction définie et dérivable sur un intervalle I et w une fonction défi-
nie et dérivable sur un intervalle J a valeurs dans I. Alors v o u est dérivable et
(vou) =u x (v ou). O

Dans le tableau suivant u est une fonction dérivable sur I, n € Z\{—1} et ¢ € R.

‘ Fonction f ‘ Primitive F’ Condition sur u ‘
u'e" e+ ¢ partout o u est définie
u'u —u?+c partout o u est définie
2
1
w'u™ ?u"“ + ¢ | u(x) # 0 pour tout z de I si n < —2
n
u 1
— ——+c u(z) # 0 pour tout = de I
u u
u/
— 2y/u+c u(z) > 0 pour tout x de I
NG Vu (#)>0p
u/
— In(u) + ¢ u(z) > 0 pour tout = de I
u
cos(u) sin(u) + ¢ partout ou u est définie
sin(u) —cos(u) + ¢ partout ol u est définie
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Exemples :
1. La fonction f définie sur R par f(z) = 2(2z+1)(2*42) est de la forme 2u'u on u(z) = 2*+ .

— Les primitives de f sur R sont donc les fonctions F' définies par :
F(z)=(2*+2)*+¢, c€R.
— 1l existe une unique primitive F' de f telle que F'(1) = 1. Déterminons la :
F1)=1 <= (1+1)°+c=1+= 4+c=1 <= c=-3.

Cette primitive est donc définie par F(z) = (2? 4+ x)* — 3.

2. Soit la fonction g définie sur R par g(x) = e?*+1,

— Pour faire apparaitre une dérivée de e*, on écrit :

1
h(x) — e29c+1 — 5 % 262“—1.

2x+1

Ainsi, z — 2e est de la forme u'e* on u(z) = 2x + 1.

— Les primitives de g sont donc les fonctions G de la forme :
L outs
G(x)zie +¢, ceR

1
(3t+1)2
— On remarque que h est bien définie et continue sur [0;+4o00[ puisque 3t + 1 # 0 pour

tout t € [0;4o00[. h admet donc des primitives sur cet intervalle.
/

— Nous aimerions que h soit de la forme ® avee u(t) = 3t + 1 et donc u'(t) = 3.

3. Soit la fonction A définie sur [0; +oo[ par h(t) =

w2
— On écrit alors :
W) =+ x 3
37 (3t+1)%
Les primitives de h sur [0;+oo[ sont donc les fonctions H de la forme :
1 1
H(t)=—5 X 77— R.
(1) 3><3t+1—|—c, ce

Exercices : [1.9a[ITI8; IT.37a[I1T41l
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11.2 Equations différentielles

11.2.1 L’équation différentielle y' = ay

Définition 11.3. L’équation différentielle (Ey) : y' = ay (pouwvant aussi s’écrire y' — ay = 0)
est appelée équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre a coefficients
constants.

Exemples : 3’ = 5y et 2y’ + 9y = 0 sont des équations différentielles linéaires homogenes du

premier ordre & coefficients constants ot a vaut respectivement 5 et 5

Théoréme 11.2. Soit a un nombre réel fixé.

1. On note yy, la fonction définie sur R par yy(x) = e*. Les solutions de I’équation différentielle
(Ey) : v = ay sont les fonctions définies sur R par y(x) = ¢ X yp(z) = ce®, ou ¢ est une
constante réelle.

2. Pour tous réels xq et yo, (E)) admet une unique solution y telle que y(xo) = yo.

Exemples :

1. Les solutions de l’équation différentielle y' = 2y sont les fonctions y définies sur R par :
y(x) = ce®, ol ¢ est une constante réelle.

Par exemple, la fonction y définie par y(x) = 3e*® est une solution de cette équation. En
effet :

Y () = 3 x 2e¥ = 2y(x).
C’est aussi I'unique solution vérifiant y(0) = 3.

2. L’équation différentielle (E) : 2y’ + y = 0 est équivalente a I’équation

, 1
Yy = 2?/
dont les solutions sont les fonctions y définies sur R par y(z) = ce™2% oil ¢ est une constante
réelle.
Elle admet une unique solution vérifiant y(4) = 1, c’est celle définie par y(z) = e x e~2% =
e%m+2.
Démonstration.

1. Montrons que y est solution de (E},) : ¥ = ay si et seulement si y(z) = ce® pour tout = € R.
< : Soient ¢ € R et y la fonction définie par y(z) = ce®. Alors, pour tout =z € R, on a
y'(z) = cae™ = ay(z), autrement dit, y est solution de (E}).

= : Soient y une solution de (E}) et g la fonction définie par g(z) = y(x)e " pour tout
x € R. g est dérivable sur R comme produit et composée de fonctions dérivables sur R
et, pour tout x € R, on a, puisque y est solution de (E}) :
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g'(z) =y'(z) xe™ ™ +y(zx) x (—a)e™™ = (y'(x) —ay(z))e ™ = (ay(z) — ay(z))e ™" = 0.
On en déduit que g est une fonction constante : il existe ¢ € R tel que, pour tout = € R,
g(x) = ¢, ou encore, y(z)e”* = ¢, et donc finalement y(x) = ce™.

2. Soient y; et yo deux solutions de (Ey) vérifiant que y1(zo) = yo et y2(zo) = yo. On a alors
d’aprés 1 lexistence de deux réels ¢; et ¢y tels que, pour tout x € R, y1(x) = ¢1 X yp(z) et
y2(x) = co X yp(x). On a alors

y1(w0) — y2(z0) = Yo — Yo
> c1 X yp(x) — c2 X yp(x9) =0
> (a1 = c2)yn(@0) =0
< (¢ — 2)e"™ =0
< c—c=0
< C1 = Co.

Donc y;(x) = y2(z) pour tout = € R, autrement dit y; = y», on a bien l'unicité.

Remarques :

— L’équation différentielle y' = ay, sans condition initiale du type y(xy) = 3o, admet une
infinité de solutions. A chaque valeur de ¢ correspond une solution particuliére.

— La fonction y, forme une base de I’ensemble des solutions de la méme facon qu'un vecteur
directeur engendre une droite.

Allure des courbes des fonctions solutions selon les signes de a et de k
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Proposition 11.4. [Linéarité] Soient y, et yo deux solutions de (Ej) et k € R. Alors y; + yo et
ky, sont des solutions de (Ey).

Démonstration. Exercice. O

Exercices : a [11.22]; 11.42]

11.2.2 L’équation différentielle y' = ay + b

Définition 11.4. L’équation différentielle (E) : y' = ay+0b (powvant aussi s’écrire y' —ay = 0) est
appelée équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec
second membre.

Théoréme 11.3. Soient a € R* et b € R.
1. L’équation différentielle (E) : y' = ay+b admet une unique solution particuliére constante :
ST ——.
Yp a
2. Les solutions de l’équation différentielle (F) :y' = ay + b sont les fonctions y définies sur R
par

b
y(x) = c X yp(z) + yp(x) = ce® — - €€ R.

3. Pour tous réels xq et yo, (E) admet une unique solution y telle que y(zo) = yo-

Remarques :

— Comme précédemment, 1'équation différentielle ' = ay + b admet donc une infinité de solu-
tion.

— La solution particuliére constante est la solution de I’équation ax 4+ b = 0.
Démonstration. Soit (E) 'équation différentielle y' = ay + b avec a # 0.

. . b . . .
1. Il est évident que la fonction y, : © — —— est solution de (£). Réciproquement, si y est une

solution constante de (E), alors il existe & € R tel que, pour tout € R, on ait y(z) = k.
Comme y est solution de (F), on a alors :

Y=ay+b < 0=ak+b < k:—g.

b

@ — — pour
a

2. Montrons que y est solution de (E) si et seulement si y(x) = cyn(x) + y,(x) = ce
tout z € R.

<= : Solent y;, la fonction définie sur R par y,(x) = e**, solution de (E}), y, la solution
particuliére de (£) et y la fonction définie par y = cyp, + y,. On a alors

Y = (cyn +yp) = cyp +y, = cayn + ay, + b = alcyn +yp) +b=ay +b.
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= : Solent y une solution de (£) et y, la solution particuliere de (£). On pose g =y — yp;
g est dérivable sur R et on a

g =W—v) =y -y, =ay+b—(ay, +b) = ay — ay, = a(y — y,) = ag.
On en déduit que g est solution de (Ej) : ¢’ = ag. Donc il existe ¢ € R tel que, pour
tout z € R, g(x) = cyp, = ce®®. Donc cyp, = y — yp, OU encore y = cyp, + Yp.

3. Soient y; et yy deux solutions de (£) vérifiant que yi(z9) = yo et y2(z0) = yo. On a alors
d’aprés 2 l'existence de deux réels ¢; et ¢y tels que, pour tout z € R, y1 = ciyn + y, et
y2(z) = coyn + yp. On a alors

Y1(w0) — y2(z0) = Yo — Yo
> c1yn(@o) + Yp(o) — (c2yn(@0) + Yp(20)) = 0
< c1yn(x0) — cayn(wo) = 0
< (1 — co)yn(z) =0
<= C] = Cy.

Donc y;(x) = y2(z) pour tout = € R, autrement dit y; = y», on a bien l'unicité.
U

Exemple : On considére I'équation différentielle (E) : 2y’ + 3y = 6. Résolvons cette équation :

3
2y +3y=6 <= 2y = -3y +6 < y’:—§y+3.

3
L’équation (E) est bien une équation différentielle de la forme y' = ay + b avec a = —3 et b=3.
Solution particuliére : La fonction définie par y,(z) = —— = —3 X —3) = 2 est solution
a

particuliére de (F).

Solution générale : D’aprés le théoréme, les solutions de (F) sont donc les fonctions y définies
sur R par :
3
y(r) =ce 2" +2, ceR.
Détermination de la constante : Si une condition initiale est donnée, il est possible de déter-
miner la constante comme précédemment. Prenons par exemple la condition initiale y(2) = 3.
On a alors

y(2) =3 < e 2 42=3 & ceP=1 < ¢

I
I
)

La solution est alors définie, pour tout x € R, par y(x) = e 33 4 9,

3 0,20
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.................................................

On a représenté ci-contre les courbes de cing fonctions so- - : : :
lutions de (E) pour différentes valeurs de la constante ¢ b SR N S SR A
définies sur R par : Dot A ' ' :

— yp(z) = 2, la solution particuliére de courbe %, ;

_s, . 5
— yp(x) = e72 —L—Q de courbe € ; Cgpé §
— y_1(x) = —e72% + 2 de courbe €_1; : : -

3 U R A0y 4 U SUUNS U

— yp(x) = 272" + 2 de courbe % ;

7y—2(517):—Qe_%x—l—Qdecourbe%”_g. 1 1 1 1 : 1 1 1 :

On remarque que toutes ces solutions de (£) ont pour limite : / B
2en +00. ey gt

Exercices : [11.23] et [1.24; IT.43] et 11441

11.2.3 L’équation différentielle y' = ay + f

Théoréme 11.4. Soient a € R* et f une fonction de R dans R.
1. L’équation différentielle (E) : y' = ay + f admet une unique solution particuliére y,.

2. Les solutions de l’équation différentielle (E) : y' = ay + b sont les fonctions y définies sur R
par
y=cXy,+vy, ceckR

3. Pour tous réels xq et yo, (E) admet une unique solution y telle que y(zo) = yo-

Remarques :

— Comme précédemment, ’équation différentielle y' = ay + f admet donc une infinité de
solution.

— Il n’y a pas de méthode générique pour déterminer la solution particuliére; en général, on la
cherche dans la méme famille de fonctions que f : si f est une fonction affine, on cherchera
une fonction affine, si f est un polynéme de degré 2, on cherchera un polynéme de degré 2,
etc.

— Le fait que I’ensemble des solutions soient de la forme y = ¢ X y;, +y, est appelé principe de
superposition. D’une certaine fagon, c’est I’équivalent de la représentation paramétrique
des droites pour les équations différentielles linéaires.

Démonstration. Exercice. O

Exemple : On considére 'équation différentielle (E) : 2y'+3y = 62+1. Résolvons cette équation :

3 1
2 +3y=6r+1 < 2 = -3y +6x+1 < y’:—§y+3x+§.
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3
L’équation (F) est bien une équation différentielle de la forme vy = ay + f avec a = —3 et

1
f(z) =3z + 5 pour tout z € R.

Solution particuliére : La fonction f est affine, cherchons une solution particuliére sous cette
forme. Soit y, la fonction définie sur R par y,(x) = mz + p, m et p deux réels a déterminer.
Yy, est solution de (£) si et seulement si , pour tout z € R.

2y, (2) + 3yp(z) =624+ 1 <= 2m +3(mx +p) =6z + 1 <= 3mz + (2m + 3p) = 6z + 1.
Par identification, on en déduit que :

{ 3m = 6
4+3p = 1

om+3p = 1 { = {
La solution particuliére définie sur R est donc y,(z) = 2z — 1;

Solution générale : D’aprés le théoréme, les solutions de (£) sont donc les fonctions y définies
sur R par :

y(zr) = ce i +2r—1, ceR

Détermination de la constante : Si une condition initiale est donnée, il est possible de déter-
miner la constante comme précédemment. Prenons par exemple la condition initiale y(2) = 4.
On a alors

: 1
y2)=4 = e 72 42x2-1=4 &= ceP=1 & c= — =¢’.
-

La solution est alors définie, pour tout x € R, par y(x) = e 33 4 2 — 1.

Exercices : a [11.28]; et

11.3 Capacités attendues

— Calculer une primitive en utilisant les primitives de référence et les fonctions de la forme
(v ou) x .

— Pour une équation différentielle 4" = ay + b(a # 0), déterminer une solution particuliére
constante ; utiliser cette solution pour déterminer toutes les solutions.

— Pour une équation différentielle ' = ay + f, a partir de la donnée d’une solution particuliére,
déterminer toutes les solutions.

[Slagsle]
OE 3 -
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11.4 Exercices

11.4.1 Progresser

Equation différentielle

Exercice 11.1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = 23 + 3z + 1 est solution de
I’équation différentielle (E) : y'(x) = 322 + 3.

Exercice 11.2. On considére I'équation différentielle (£) : ¢’ + 5y = 0. Est ce que la fonction g
définie sur R par g(z) = e~ est solution de (F)?

1
Exercice 11.3. Montrer que la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(z) = —; est une solution de
x

1
I’équation différentielle zy’ + y = 2

Exercice 11.4. On sait que la fonction f définie sur R par f(z) = ax + b vérifie I’équation

différentielle xy’ — 2y = 5x 4+ 6. Déterminer a et b.

Exercice 11.5. On considére les équations différentielles (E) : v/ +y=e¢" et (E') 1y +y =0.
1. Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = ze™™ est une solution de (E).

2. Soit f une solution de (£). Montrer que la fonction h définie sur R par h(z) = f(x) — g(z)
est une solution de I’équation différentielle (E£').

Primitive d’une fonction continue

Exercice 11.6. Montrer que F' est une primitive de f dans chaque cas.
1. F(z)=a%— 32 —24x + 5 et f(x) = 32? — 62 — 24 sur R.
2
2. F(x) = gxﬁ+5 et f(x) = +/x sur |0; +o0].

Exercice 11.7. La courbe %} ci-dessous est la courbe représentative d'une fonction f dérivable
sur R. Soit F' une primitive de f sur R. Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est
vraie ou fausse en justifiant la réponse.

1. F est décroissante sur [4;+o00|.
2. F est croissante sur [—2;6].
3. F' admet un minimum en 0.
4. F est convexe sur [1;3].
5

. La courbe représentative de F' admet des
tangentes horizontales aux points d’abs-
cisses 0 et 6.

6. Le coefficient directeur de la tangente a la
courbe de F' au point d’abscisse 2 est 2.

Exercice 11.8. Soit la fonction F' définie sur |—o0;2[ par F(z) = (x — 2)v/2 — x.
1. Calculer F'(z).
2. En déduire une primitive sur |—o0o;2[ de la fonction f définie par f(z) = /2 — .

12/20 auvraymath.net


https://auvraymath.net

CHAPITRE 11. PRIMITIVES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Opérations sur les primitives

Exercice 11.9. Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. f(z) =322 — 2z + 3; 3. h(z) = 1623 — 722% — 2; 5 j(x):%(x4_4);
2. glx) =2+ 2 —T; 4. i(x) = x° — 452%; 6. k(z) = (22— 3)(3z + 4).

Exercice 11.10. Déterminer les primitives des fonctions suivantes, on précisera leur ensemble de
validité.

5 _ :
1 _ Ryt 3. h(z) = 2cos(z) — 3sin(x).
fw) =5z
1 _ 1 1 1

Exercice 11.11. Déterminer une primitive des fonctions suivantes. On précisera 1’ensemble de
validité.

1. f(z)=e . j(x) = T
29((x))=3 I
3. hz) =z 6. k(z) = —3cos(bx —1).
1
4. i(x) = NorEws 7. l(z) = (2z + 1) sin(2? + 2z + 1).

Exercice 11.12. Soit g la fonction exponentielle.
1. Déterminer la primitive G de la fonction g vérifiant G(0) = 2.

2. Déterminer la primitive G5 de la fonction g vérifiant G5(5) = 8.

Exercice 11.13. Déterminer une primitive des fonctions suivantes. On précisera 1’ensemble de
validité.

DO
D

L. f(x) SRR .k(x)z(;;ir—ll)@x?)—iix)?
2. g(w) = —we ! 7 @) = Ty
b= =281
4 i(z) = xfgfl 9 n(x)zi:(ir\;(;j)_
5. j(z) = =52 (z* — 1), 10. o(z) = N
1350
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Exercice 11.14. Dans chaque cas, déterminer la primitive F' de la fonction f sur [ vérifiant la
condition initiale.

1. f(z)= % —1, F(1) = —1et I =R 3. f(z) = %H F(-1)=0et I =R
2. f(z) = (22 —3)% F(-3)=0et I =R 4. f(z) =22, F(1)=0et [ =R.

Exercice 11.15. Dans chaque cas, déterminer la solution g de I’équation différentielle proposée
vérifiant la condition indiquée.

1.y = 322" 4+ 1 et g(0) = —2.
2.y = —ze” et g(1) = 1.
3.9y +2(x+1)(2? + 22— 3) =0 et g(0) = 2.

2
-2
Exercice 11.16. Soit f la fonction définie sur |1;+oo[ par f(z) = (x 1;
x J—
1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x € |1; 400,
b
f(l’) =a+ (x_l)g

2. En déduire les solutions de I'équation différentielle ¢y = f.

223 4+ 922 + 12 2
Exercice 11.17. Soit f la fonction définie sur |—2;+oo[ par f(z) = S ( $++2)2 s
x

1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x € |—2; 400,

f(x)=axr+b+

(x +2)%
2. En déduire les solutions de I'équation différentielle ¢y = f.

Exercice 11.18. Résoudre les équations différentielles suivantes en précisant I’ensemble de défi-
nition des solutions.

1. ¢y =2x—1. 2.y =e"4+e " 3. ¥y = —2. 4. vy = 4.

L’équation différentielle y' = ay

Exercice 11.19. Résoudre les équations différentielles suivantes :

Ly =by; 2.y =—y; 3. 3y +y=0; 4. 0,5y" — 36y = 0.
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Exercice 11.20. Soit f une fonction dérivable sur R vérifiant les propriétés suivantes :
— [ est solution d’une équation différentielle ' = ay ot a est un nombre réel;
— la tangente a la courbe % représentative de f au point A (0;2) passe par le point B (—3;1).
1. Déterminer f(0) et f'(0).
2. En déduire la valeur de a.

3. Exprimer f(z) en fonction de z.

Exercice 11.21. Dans le repére ci-contre, les courbes
représentent des solutions d’équations différentielles
du type 3y’ = ay. Associer a chacune de ces courbes
aux équations différentielles suivantes.

— (B1) 1y =2y.
— (Fy) :y 4+ 0,5y =0.

Exercice 11.22. [Démonstration] On considére I’équation différentielle (E) : v’ = ay, a € R.
1. Soient y; et yo deux solutions de (E}). Montrer que y; + yo est aussi solution de (E}).

2. Soient y une solution de (E}) et k un réel. Montrer que ky est aussi solution de (E}).

L’équation différentielle y’ = ay + b

Exercice 11.23. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1y = —3y+2; 8 = iy 3.
- Y 2?/ 1’
2.2y =3y =1; 4. —y' +y—2=0.

Exercice 11.24. Dans chaque cas, déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) vérifiant
la condition indiquée.

1. 5y =3y =2et y(1) = —1. 2. =2y =4y —3ety(5) =-3.

L’équation différentielle y' = ay + f

Exercice 11.25. Soit (F) I’équation différentielle ¢y’ + 2y = 3x + 1.
1. Déterminer une solution particuliére de (E) sous la forme d’une fonction affine.
2. En déduire la solution générale de (FE).

3. Déterminer la solution vérifiant y(0) = 4.
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Exercice 11.26. Soit (F) I'équation différentielle y' — 5y = 2% + x + 1.
1. Déterminer une solution particuliére de (E) sous la forme d’un polynéme de degré 2.
2. En déduire la solution générale de (F).

3. Déterminer la solution vérifiant y(0) = 1.

Exercice 11.27. Soit (E) I’équation différentielle ¢y — 5y = sin(z).

1. Déterminer une solution particuliére de (E) sous la forme y,(x) = acos(x) + bsin(x) avec a
et b deux réels.

2. En déduire la solution générale de (E).

3. Déterminer la solution vérifiant y(0) = 5

Exercice 11.28. [Démonstration]| On considére ’équation différentielle (Ey) @ y' = ay + f o
a # 0 et f est une fonction définie et continue sur un intervalle I. Soit y, une fonction dérivable
sur I solution particuliére de (E). Montrer que y est solution de (E) si et seulement si y — y, est
solution de (E}) : ¢ = ay.

11.4.2 Approfondir

Exercice 11.29. [Physique| Lors de la chute d’un objet de masse m sur Terre, une force de
frottement due a la résistance de l'air s’applique a cet objet. L’intensité est modélisée comme
proportionnelle & la vitesse instantanée v de 'objet. Si la chute est verticale, la deuxiéme loi de
Newton permet d’écrire la relation

ma(t) = mg — kv(t)
ou a et v sont 'accélération et la vitesse de I'objet a l'instant ¢, k une constance positive.

On rappelle que, pour tout ¢t > 0, on a a(t) = v'(t).
1. (a) Déterminer une équation différentielle (F) de la forme ¢y = ay + f vérifice par v (« et
B réels).
(b) Résoudre cette équation puis exprimer v en fonction de ¢.

2. Que devient la relation donnée par la seconde loi de Newton dans le vide, i.e. lorsqu’il n’y
a plus de frottements? En déduire I’expression de z en fonction de ¢t ou z est 'altitude de
I'objet a Uinstant t. Indication : on a 2’ = v.

3. Dans le vide, combien de temps met a atteindre le sol un objet laché & 10 m de hauteur avec
une vitesse initiale nulle 7 Méme question avec une vitesse initiale de 1 m/s.

Exercice 11.30. [Biologie| Une colonie de 2000 bactéries est placée dans une enceinte close dont
le milieu nutritif est renouvelé en permanence. On admet que 1’évolution en fonction du temps ¢
en heure du nombre d’individus N(t) de cette colonie sui I’équation différentielle

(E) N'(t) =3N(t) —0,005N(t)*.

Pour déterminer N, on propose de remplacer (E) par une équation plus simple puis de la résoudre.
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1. On suppose que la fonction N ne s’annule pas sur [0;+oo[ et on définit sur cet intervalle la

1
fonction g par g(t) = NGO Déterminer ¢'(t).

2. Montrer que N est solution de (E) si et seulement si g est solution de (E') : ¢y = —3y +
0, 005.

3. Résoudre (E’) puis (F).

4. (a) Déterminer la solution de (£) vérifiant la condition initiale de I’énoncé.

(b) Calculer le nombre de bactéries présentes au bout de deux heures. Arrondir a l'unité.
Exercice 11.31. [Dynamique des populations| On considére deux territoires A et B occupés
par une espece. Une partie des individus de cette derniére peuvent :

— soit rester sur leur territoire;
— soit passer d'un territoire a 'autre;
— soit quitter les deux territoires pour en explorer d’autres.

On appelle respectivement A(t) et B(t) le nombre d’individus en milliers sur les territoires A et
B a l'instant ¢. On a initialement 10000 individus sur le territoire A et aucun sur le B (ils viennent
de le découvrir).

On admet que A et B sont définies et dérivables sur [0 ; +oo[ et vérifient le systéme d’équations
différentielles :

{ A'(t) = —bHA(t)+2B(t)
B'(t) = 2A(t)—2B(t)
1. On définit sur [0;4o0c[ deux fonctions f et g par f(t) = A(t) + 2B(t) et

g(t) = =2A(t) + B(t).
(a) Calculer f(0) et g(0).
(b) Déterminer, pour tout t € [0; +o0[, f'(t) et ¢'(t) puis en déduire que f et g sont solutions
de deux équations différentielles de la forme ¢y’ = ay.
(c¢) Résoudre ces deux équations et déterminer, pour tout ¢ € [0;4o00], f(t) et g(t).
(d) En déduire, pour tout ¢ € [0;+oo[, A(t) et B(t).
2. Déterminer & quel moment les deux territoires auront le méme nombre d’individus dont on
arrondira la valeur a 1'unité.

Exercice 11.32. [Equation fonctionnelle] On souhaite déterminer les fonctions f dérivables
sur R vérifiant I’équation fonctionnelle :

(x)  flzy+22) = f(z1) X f(z2), Vay, 20 €R.

1. Soit f une fonction dérivable sur R vérifiant (x). Montrer que f est solution de ’équation
différentielle y' = f/(0)y. Indication : on pourra considérer xs comme une constante quel-
conque et passer a la dérivée dans (x) avant de choisir une valeur pour z; dans l’expression
trouvée.

2. Reésoudre I'équation différentielle ' = f/(0)y.
3. Montrer que si f vérifie (x) alors f(0) =0 ou f(0) = 1.
4. Conclure quant aux fonctions vérifiant ().
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11.4.3 S’entrainer
Equation différentielle
1
Exercice 11.33. Montrer que la fonction f définie sur R par f(z) = 2z + 3 est une solution de
I'équation différentielle (F) : y' + 2y = 4z + 3.

Exercice 11.34. Soit I’équation différentielle 3y’ — xy? = 0 pour z réel. Montrer que la fonction f

définie sur R par f(z) = est une solution de cette équation.

2?2+ 3
Exercice 11.35. Soit I'équation différentielle pour = réel : (E) : 2%y + (z — 1)y = 22? — x.

Déterminer les réels a et b de fagon que la fonction h : x — ax + b soit une solution de cette
équation.

Primitive d’une fonction continue

Exercice 11.36. Montrer que F' est une primitive de f dans chaque cas.

1 322 +5 20+ 3
, - - - 2. F(z) =22+ 3zx; f(a) = ———.
L Flz) 23 + bz’ /(@) (23 4 bx)? (@) /) 2Va? + 3z

Opérations sur les primitives

Exercice 11.37. Déterminer une primitive des fonctions suivantes. On précisera ’ensemble de
validité.

L f(z) =0. 4. i(x) = LR lx‘r’. 6. k(z) = — +8sin(z) + 1.
2. g(x) = 82" + 4a3 — 322, w2 Sﬁ
3. h(z) = —3e® + 4a% — . 5. j(z) = 2(32%2—4)(s®—4x). 7. l(¥) = = — 14 cos(x).

Xz

Exercice 11.38. Déterminer une primitive des fonctions suivantes. On précisera ’ensemble de
validité.

B 4 N 1 _ cos(x)
L f(z) = (222 +1)2 4 ilw) = V3x —4 7 lx) = sin(x)
2. g(x) = 2705+l 5. j(z) = 10z (522 — 5)". 8. m(zx) = sin(x)e@,
e’ 1 9 3

Exercice 11.39. Déterminer la primitive F de la fonction f définie par f(z) = bx? — 3z + 2
vérifiant :
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Exercice 11.40. Résoudre les équations différentielles suivantes :

1.y =—-a+a22+a—1; 3.y = —2(1 — e 2+3);
2
2.y =2+ 1; 4. y/z—?+x4—2.
20 — 1

Exercice 11.41. Soit f la fonction définie sur |0; 1] par f(x) = peTp—rE
2 (x —

1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x € |0; 1],

a n b
a2 (z— 1)

2. En déduire les solutions de I'équation différentielle ¢y = f.

L’équation différentielle y' = ay

Exercice 11.42. Dans chaque cas, déterminer la solution f de I’équation différentielle (E) vérifiant
la condition indiquée.

1.y —y=0et y(0) =45. 2.y =3yety(0)=2.

L’équation différentielle y’ = ay + b

Exercice 11.43. Déterminer la solution f de I’équation différentielle vérifiant la condition donnée :

1 3,1
L y’=3y et y(0) = 3. 2. ;y’+§y=06t y(3) = 5.

Exercice 11.44. Déterminer la solution f de I’équation différentielle vérifiant la condition donnée :

L.y =y+1ety(0)=0. 2. 5y’ +2y=—1lety(l)=3.

L’équation différentielle y' = ay + f

1
Exercice 11.45. Soit (E) I’équation différentielle y' — SY= —4x + 7.

1. Déterminer une solution particuliére de (E) sous la forme d’une fonction affine.
2. En déduire la solution générale de (£).

3. Déterminer la solution vérifiant y(1) = 2.

Exercice 11.46. Soit (E) I’équation différentielle ¢’ 4+ 3y = cos(z).

1. Déterminer une solution particuliére de (£) sous la forme y,(x) = acos(x) + bsin(x) avec a
et b deux réels.

2. En déduire la solution générale de (£).

1
3. Déterminer la solution vérifiant y(0) = 3
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11.4.4 Le Flashback!

Flashback 11.1. [Amérique du Nord, 2025] Pour chacune des affirmations suivantes, indiquer
si elle est vraie ou fausse. Chaque réponse doit étre justifiée. Une réponse non justifiée ne rapporte
aucun point.

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O ; Z_"; j; E) On considére la droite & dont une
représentation paramétrique est :

r = 3—2
y = —1 , teR.
z = 2-06t
On considére également les points suivants :
— A(3;-3;-2);
— B(5:-4;-1);

— (' le point de la droite & d’abscisse 2;
— H le projeté orthogonal du point B sur le plan & d’équation = + 3z — 7 = 0.

Affirmation 1 : La droite & et 'axe des ordonnées sont deux droites non coplanaires.

Affirmation 2 : Le plan passant par A et orthogonal & la droite & a pour équation cartésienne :

r+3z+3=0.

—

. . . . 7T
Affirmation 3 : Une mesure, exprimée en radian, de I'angle géométrique BAC' est 5

V10
Affirmation 4 : La distance BH est égale a —
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