Chapitre 4

Limites de suites

4.1 Suites convergentes et divergentes

4.1.1 Suite convergente

Définition 4.1. On dit qu’une suite (u,) a pour li- A !
mite un réel { lorsque tout réel positif €, l'intervalle |
|0 — €; 0+ €[ contient tous les termes de la suite & par- Ol e
tir d’un certain rang : T S
! — ¢ o.]' .................... ®
Ve>0,In. e N/VneN n>2n = |u,— /(] <e. |
|
| .
On note lim u, = /. Ne >
n——+00

Remarque : on peut aussi reformuler de la fagon suivante : aussi petite soit la distance €, on
peut trouver un rang n. (dépendant de €) tel que pour tout n > n., les termes de la suite (u,)
soient & une distance inférieure a € de la limite ¢ : |u, — | < e.

Remarque : on abien : u, € [{ —€;{ + ¢ < |u, —{| < e. En effet,

lup =) <€ <= —e<u,—Il<ce¢
—— (—e<u,<l+e
= u, €0 —e€;l+€.

Proposition 4.1. [Admise] La limite d’une suite, lorsqu’elle existe, est unique.

Définition 4.2.

1. Une suite convergente est une suite qui a pour limite un nombre réel £. On dit aussi que
la suite converge vers (.

2. Une suite divergente est une suite qui ne converge pas (donc sans limite ou admettant +o0o
ou —oo pour limite).



4.1. SUITES CONVERGENTES ET DIVERGENTES

1
Exemple : Soit la suite (u,) définie sur N* par u,, = —. Montrons que la suite (u,) a pour limite
n

0. Soit € > 0, cherchons les entiers naturels n tels que u, € |0 —€;0+ €[ =]|—¢; €| :

1 1
Uy € ]—€5€] &= —€e< — <€ <= n>—.
n €

1 1
Il suffit de prendre n. un entier supérieur a4 —, par exemple F <—> + 1 (E désigne la partie
€ €

entiére). A partir de cet entier, tous les termes de la suite appartiennent a ]—¢;e[. (u,) converge
donc vers 0.

Exemples :
1 hmizo k € N* 2. lim L:O 3. lim e =
" nStoonk ’ ’ " nSteo /N, : n——4o00
4.1.2 Suite divergente
Limite infinie
Définition 4.3. On dit qu’une suite (u,) a pour li- A :
mite o0 lorsque, pour tout réel positif A, intervalle : .
[A; 400 contient tous les termes de la suite & partir . 1o,
d’un certain rang : Ab-——e—————— Sl R
° ° |
VA>0,dny >0, VneN n>ny = u, > A. | ° . .:
. |
On note nl_l)I_{looun = +00. n'A >

Remarque : on peut aussi reformuler de la fagon suivante : aussi grand que soit seuil A, on peut
trouver un rang n4 (dépendant de A) tel que pour tout n > ng4, les termes de la suite (u,) soient
au dessus du seuil A : u,, > A.

Exemple : Soit la suite (u,,) définie par u,, = n*. Montrons que (u,) tend vers +o0o. Soit A un
réel. Cherchons les entiers n tels que u,, appartiennent a |A; +o00] :

Up € JA;400[ <= u, > A <= n’>A < n> VA

Soit alors n4 un entier plus grand que v/A, par exemple E (\/Z) + 1. A partir du rang n4, on

a u, > A. (u,) diverge donc vers +oo : lim u, = +o0.
n—+o00

Définition 4.4. On dit qu’une suite (u,) a pour limite —oo lorsque, pour tout réel positif A,
Uintervalle |—oo ; A] contient tous les termes de la suite & partir & partir d’un certain rang :

VA<O0,dng >0, VneN, n>2ny = u, < A.

On note lim wu, = —o0.
n—-+o0o
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Exemples :
1. lim n* = +oo, k € N*. 2. lim /n = +o0. 3. lim €" = +o0.
n——+o0o n—-+o0o n——+0o00

Absence de limite

Une suite peut diverger sans pour autant tendre vers 4-co si elle n’a pas de limite.

Exemple : la suite (u,)en définie pour tout n € N par u,, = (—1)" n’a pas de limite. On a deux
cas :

— si n est pair, u, = 1;
— sl n est impair, u, = —1.

La suite oscille constamment entre les valeurs —1 et 1, il n’existe aucun ¢ tel que pour tout e, tous
les termes de la suite appartiennent a U'intervalle |¢ — €; ¢ 4 €| a partir d'un certain rang. Elle ne
converge donc pas. Par ailleurs, il est évident qu’elle ne diverge pas vers oo.

Exemples : les suites de termes généraux cos(n) et sin(n) n’ont pas de limites.

Exercices : [4.1]a4.5]; 428 a 4311

4.2 Opérations sur les limites

Tous les résultats suivants sont admis. Soient (u,,) et (v,,) deux suites convergentes ou divergeant
vers l'infini. Soient ¢, et /5 deux nombres réels.

4.2.1 Limite d’une somme

lim u,, I 400 | —00 | +00
lim v, by | +oo0| —oo | +oo | —o0 | —o0
‘ lim(u,, + vy,) H 0 + by ‘ +00 ‘ —00 ‘ 400 ‘ —00 ‘ F.I ‘

1
Exemple : Soit la suite (v,) définie par v, = n? + —.
n
— lim n? = 4o0. B
n—+o00 n1_1>1}_100n 0
Par somme de limites, lim 3n? + — = +oo0.

n—-+o0o n
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4.2. OPERATIONS SUR LES LIMITES

Remarque : F.I signifie « Forme Indéterminée ». On ne peut pas conclure le calcul de limite :
tous les résultats sont possibles. Voici trois exemples ou lim u, = 400 et lim v, = —oo donnent
n—-+4o00 n—-4o0o
trois résultats différents :
1. Siu, =2netwv, =-n.0Onau,+v,=ndonc lim u, + v, = +o0.
n——+00
2. Siu, =netv,=-n.0nau,+wv,=0donc lim wu, + v, =0.
n——+o0o
3. Siu, =netv,=-—2n.0na u, +v, =—ndonc lim u, + v, = —o0.
n——+o0o
Exercice : [4.0
4.2.2 Limite d’un produit
hmun gl gl >0 gl <0 +00 —00 0
lim v, s +00 | —00 | 400 | =00 | +00 | —o0 | —o0 | £0

| lim(u, X v,) [| &1 x by | +o0 | =00 [ =00 | +o0 [ +00 [ =00 | +o0 | F.L |

Exemple :

— lim
n—-+4o00

Soit u,,

—5n?y/n.

—5n? = —0.

— lim /n = +o0.

n—-4o0o

Donc par produit de limites : lim — 5n%\/n = —oo.

Remarque :

n——+o0o

exemples ou lim u, = 400 et lim v, = 0 donnent trois résultats différents :

n——+o0o

n——+o0o

. 1 .
1. Siu,=n?etv, =—. Onawu, Xxv, =ndonc lim u, X v, = +00.

2. Si uy,

3. Siu,

Exercice :

=net v,

=n et v,

47

n

n—-+00

—.On au, xv, =1donc lim u, X v, = 1.
n

1
n2

n

4.2.3 Limite d’un quotient

Dans les tableaux suivants :

n—-4o0o

1 .
—.Onau, xv, =—donc lim wu, X v, =0.

n——+00

— 07 désigne une convergence vers 0 par valeurs positives

— 07 désigne une convergence vers 0 par valeurs négatives.

4/19

Comme pour la somme, on peut avoir des formes indéterminéées. Voici trois

auvraymath.net


https://auvraymath.net

CHAPITRE 4. LIMITES DE SUITES

Cas ou la limite de (v,,) n’est pas nulle

lim wu,, 4 +00 —00 +o0

limv, [[6L#0] 200 [6L>0][6<0]6L>0]6<0] 200
n l

lim Un L 0 +00 —00 —00 +00 F.I
Un 62

Cas ou la limite de (v,) est nulle

limu, || ¢ >0o0ou-+oo | /¢ <0ou—oc0
lim v,, 0* 0+ 0
lim Un +oo Foo F.L
Un
Exemples :
1. Soit la suite (u,,) défini B
. Soit la suite (u,) définie par : u,, = ——="2.
a suite (u par : u NG
: 2 _ — lim 3y = 4.
iy =t oo
Donc lim u, =0".
n—-+0o00
. . o —Tn?
2. Soit la suite (v,) définie par : v, = ——
 lim —7n? = — ' . 1 _
nl_lgloo m 0. — lim ——=0

n—-+4oo n

Donc lim v, = +o0.
n—-+00

Exercices : 8 a13]; 43214 34

4.3 Théorémes de comparaison

4.3.1 Théorémes

Théoréme 4.1. Soient (u,) et (v,) deux suites telles que, a partir d’un certain rang, u, < v,.

1. S¢ lim w, = +o0 alors lim v, = —+o00.

n—-+0o0o n—-+o0o
2. 85 lim v, = —00 alors lim wu, = —o0.
n——+o0o n——+00
[=] 375 (=]

3 5/
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4.3. THEOREMES DE COMPARAISON

Démonstration.

1. Par hypothése il existe ng € N tel que pour tout n > ng, u,, < v,. De plussi lim w, = +o0
n—-+o0o

alors par définition pour tout réel A, il existe n, tel que pour tout n > ng, u, > A. Donc
en choisissant N = max (ng;n4) on a les deux propriétés vérifiées. Ainsi pour tout réel A, il

existe N tel que pour tout n > N, v, > u,, > A, ie. lim v, = +oc.
n——+o0o

2. Exercice.
O

Théoréme 4.2. [Admis] Soient (u,) et (v,) deux suites convergeant respectivement vers £y et .
St a partir d’un certain rang, u, < v,, alors on a {1 < ls.

w, - :
A A :
\\; .
Théoréme 4.3. [Théoréme des gendarmes| °* Thal, :

; - . N : . TTA ~ R
Soient (uy,), (v,) et (wy) trois suites telles que a A R D e T
partir d’un certain rang ng, on ait u, < v, < Wy,. [ D i A cas Ao a

. A . — : :
Si (u,) et (w,) convergent vers une méme limite -
n n | ¢
. u
¢, alors (v,) converge aussi vers (. : : :
v no Neu Ne w -

Exemple : On cherche a déterminer lirJIrl (1 + sin(n) ) Pour tout entier n > 1, on a
n—-+o0o n
-1 1
L1 Csin(n) <1 e —E S0 L
n n n
1 1
e ot g 1
n n n
En posant :
1 i 1
— Uy =1— —, 7%:1_3111(71)’ Wy =14,
n n n

1
on a pour tout n € N : u,, < v, < w,. Par ailleurs, on a lim — =0 et donc
n—-+oo N

lim u, = lim w, =1.
n——+00 n——+o0o

sin
Les hypothéses du théoréme des gendarmes sont vérifiées, on a donc lirf (1 + - (n)) =1.
n—-+o0o n

Démonstration. Soit ng € N le rang a partir duquel u,, < v, < w,, autrement dit, pour tout n € N,
si n > ng, alors u, < v, < w,. On en déduit que pour n > ny,

Uy — € < v, — 0 < w, — L.

Soit € > 0, ils existent n., € N et n.,, € N tels que pour tout n € N,
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NNy = |u, — | <, NNy, = W, — ] <e
En particulier, on a
NN, = —€<u, —{, NNy = Wy, —{<e
Posons N = max (ng ; ey ; New). Pour tout n > N, on a alors
—e<U,—¥{<v,—l<w, —¥l<e
et donc en particulier —e < v, — £ < ¢, autrement dit
lv, — | < e.

Donc la suite (v,,) converge vers (. O
Exercices : [4.14]a4.19; a

4.3.2 Cas de la suite (q™)

Proposition 4.2. Soit ¢ un nombre réel.
— Siq < —1 alors la suite (¢") diverge.
— Si —1 < ¢ <1 alors la suite (¢") converge vers 0.
— Siq=1 la suite (¢") est constante et converge vers 1.

— Si g > 1 alors la suite (¢") tend vers +00.

Démonstration. Démontrons que si ¢ > 1, alors lim ¢" = +o0.
n——+o0o

Premiére étape : on démontre par récurrence que, si a est un nombre réel strictement positif,
alors, pour tout entier n, on a (14 a)" > 1+ na.

e Initialisation : pour n =0, (14+a)"” =1 et 1 +na = 1, donc l'inégalité est vraie au rang
0.

e Hérédité : on suppose que pour un entier naturel n, on ait (14 a)” > 1+ na. On a :
(1+a)"™=(1+a)"x(1+a),et1+a>0,donc:

(14+a)">1+na
(I1+a)"x(1+a)>=(1+na)x(1+a)
(1+a)"" > 1+ (n+1)a+a*
Or, un carré étant positif, 1 + (n + 1)a + a®> > 1 + (n + 1)a, donc
(1+a)"™ =1+ (n+1)a.

L’inégalité est vraie au rang n + 1, donc la propriété est héréditaire.

Finalement, pour tout entier naturel n, on a (1 4+ a)™ > 1+ na.

3 7/
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4.4. CONVERGENCE ET SUITES MONOTONES

Deuxiéme étape : ¢ > 1, donc ¢ peut s’écrire ¢ = 1 + a, avec a > 0. D’aprés la premiére étape,
on a, pour tout entier naturel n, (1 + a)” > 1 + na, et puisque a > 0,

lim 1+ na = +oo.
n—-+o00o

Donc, par théoréme de comparaison, on a lim (1 + a)" = 400, c’est & dire
n——+00

Exercice : [4.20

4.4 Convergence et suites monotones

4.4.1 Suites majorées, minorées, bornées

Définition 4.5. Soit ng € N.

— La suite (up)nsn, est dite majorée si il existe un réel M tel que pour tout entier n > ng, on
ait u, < M.

— La suite (u,)nsn, est dite minorée si il existe un réel m tel que pour tout entier n > ng, on
att u,, = m.

— La suite (uy)nsn, est dite bornée si elle est majorée et minorée.

Exemple :

— La suite (u,) définie par u,, = cos(n) est minorée par —1 et majorée par 1, elle est donc
bornée.

— Soit (u,) définie par u, = 1 — n? est majorée par 1.

4.4.2 Convergence et suites monotones

Proposition 4.3. [Admise/
1. Toute suite croissante majorée est convergente.

2. Toute suite décroissante minorée est convergente.

Exemple : Soit (u,) la suite définie par

111 1 1
k=1
1 . .
— Pour tout n € N : w1 —u, = W’ donc u, 11 —u, = 0. Donc la suite (u,) est croissante.
n
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— Pour tout k € {2;---; n},

On en déduit que

+(1 1)
n—1 n/’

donc, pour tout n € N,

La suite (u,) est donc majorée par 2.

La suite (u,) est croissante et majorée, donc elle converge.

4.4.3 Divergence et suites monotones

Proposition 4.4.
1. Toute suite croissante non majorée admet pour limite +0o0.

2. Toute suite décroissante non minorée admet pour limite —oo.

Démonstration.

1. Soit A un réel. (u,) est non majorée, donc il existe un entier ny tel que w,, > A. De plus
(un) est croissante, donc pour tout entier n > na, on a u, > u,, = A. Donc, tout intervalle
de la forme [A;+o00| contient tous les termes de la suite & partir d'un certain rang. Donc

lim u, = +o0.
n—-+4o00

2. Exercice.

Exercices : [£.21]a[4.24]; 439 a 4411

4.5 Capacités attendues

— Etablir la convergence d’une suite, ou sa divergence vers 400 ou —o0.
— Raisonner par récurrence pour établir une propriété d'une suite.
— Etudier des phénomeénes d’évolution modélisables par une suite.

(=] o]

Siag by

OE
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4.6. EXERCICES

4.6 Exercices

4.6.1 Progresser

Suites convergentes et divergentes
1
Exercice 4.1. Soit (w,,) la suite définie sur N* par w,, = 2 + N
n
1. Déterminer le plus petit entier n, tel que n > ny — w, € ]1,99;2,01][.
2. Soit € > 0 un réel, déterminer le plus petit entier n, tel que n > n, — w, € |2 —€;2+€|.

3. En déduire la limite la suite (w,).

Exercice 4.2. Soit (u,) la suite définie sur N par w,, = 3n — 4.
1. Déterminer le plus petit n4 tel que pour tout n > ny, on a w, > 100, puis u, > 1000.
2. Méme question pour un réel A quelconque.

3. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice 4.3. Soit (v,) la suite définie sur N par v,, = —5n?.
1. Déterminer le plus petit n4 tel que pour tout n > nyu, on a v, < —720, puis v, < —3125.
2. Méme question pour un réel A quelconque.

3. En déduire la limite de la suite (v,,).

Exercice 4.4. Que fait I’algorithme suivant ?

Algorithme 1 : Recherche de seuil

n<+1

w1

Tant que v > 0.001
n<n+1

\;u<—1/n2

[S BTNV VU

(=)

Renvoyer : n

Exercice 4.5. [Démonstration] Soient (u,) une suite et £ € R. Démontrer en utilisant la défi-
nition d’une limite que :

1. si lim w, =400, alors lim —u, = —o0;
n—-+00 n——+00

2. s lim w, =/, alors lim —u, = —/(.
n—-+4o00 n—-+4o00
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Opérations sur les limites

Exercice 4.6. [Sommes de limites] Déterminer les limites des suites suivantes lorsque n tend

vers +00.
1. u, =n. 5. Y, = 6Tn. 10. e, = 1 _
2. v, = —nd. 6. an=?2+5- ntl
1 7. b, =—+3. 1
3. wy = —. n 1. f,=-7T——.
" 8. ¢p = —n® — 12 n?
- 5
4. x, NG 9. d, = oot 12. g, = —n%—n.
Exercice 4.7. [Produits de limites| Déterminer les limites de chacune des suites ci-dessous.
1 8 — 2(7 _ 3
n n
2 b —(_2-i>(5+n2) 5. ¢ —(—n3+3)(—5+i)
S Vn ' e n?/
4 1
o= \"8-3) 6. fn=(=56n+1)(—y/n+12).

5 1 6
—5-2 - 7. g = —.
1 ay=— 10 4 dy=—0 "3
St 22040 S p3 =5 " 1
2 _9 2_|_2 5+—
2 b= R — 8. hy= 1
n 1 1 1
33— — -2 - n
n n _n2
11 9. jo= —2.
1 — " 1
84—? 6 f _n3 \/ﬁ v
3. anil. . n - 1 . —nﬁ
—2— — 33— — 10. k”:_L'
n \/ﬁ n2

Exercice 4.9. [Forme indéterminée : polyndéme]| Soit la suite (u,) définie sur N par
U, = —n> —3n%+2n — 1.

1. Peut-on calculer directement la limite de (u,,)?

2. Montrer que pour tout n € N* :

Sy 11
[=): =
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Exercice 4.10. [Forme indéterminée : quotient] Soit la suite (v,) définie par

5n3 — n?

S ot

1. Montrer que pour tout n € N* :

2. Calculer lim wv,.
n—-+o0o

Exercice 4.11. [Python]| Soit (u,),en la suite définie par u, = —n? +n + 1.
1. Montrer que (u,) diverge et donner sa limite /.

2. Compléter le script Python ci-dessous afin qu’il renvoie la premiére valeur de n telle que

U, < —1000.
n=.....
u= .....
while ...............
D= ...,
U S i
print(..... )

Exercice 4.12. [Formes indéterminées] Calculer les limites des suites suivantes en levant I'in-
détermination.

1. u, =3n*—2n? +n—1. i h :6712—2”.
2. v, = —4n® 4+ 4n? — 1. o245
3w :—4n2+n—1 5 o — 5n —1
o n+3 S T2+ 3n -8

Exercice 4.13. [Formes indéterminées| Donner des exemples de suites (u,) et (v,) convergeant
vers 0 de facon a ce que l'on ait :

1. lim & = 400, 2. lim = —1; 3. lim 22—

n——400 Un n——+00 Un n—-+00 Un

Théorémes de comparaison

Exercice 4.14.
1. Soit (u,) telle que pour tout n € N, u,, > n? — 27. Déterminer la limite de (u,,).
<

2. Soit (v,) telle que pour tout n € N, v, < —3n + 5000. Déterminer la limite de (v,,).
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Exercice 4.15. Soit (v,) une suite telle que pour tout entier naturel n non nul,

3 1
<'Un<2__
n+1 n

Déterminer la limite de (vy,).

Exercice 4.16. Etudier la limite des suites suivantes a 1’aide du théoréme des gendarmes.
i 1-2 2

sm(n). 3. v — cos(2n) ey

n n

(_1)n. 4w, — 2n + sin(n).

n n—1

Exercice 4.17. Soit (s,) la suite définie par sy = 0 et pour tout n € N : 5,1 = 82 + s, + 4.
Prouver par récurrence que pour tout n € N, s, > n. En déduire la limite de la suite (s,).
Exercice 4.18. (t,) est la suite définie par ¢y = 1 et pour tout entier naturel n, t,,,1 =t, +n

1. Justifiez que (t,) est croissante.

2. Démontrer par 'absurde que la suite (¢,,) n’est pas majorée.

3. Déterminer la limite de (t,,).

Exercice 4.19. Soit (u,)nen la suite définie par u, =+v/n+1—/n.
1

Ve Y
1
2/

1. Montrer que pour tout n € N, u,, =

2. En déduire que pour tout n € Nx, 0 < u,, <

3. Quelle est la limite de (uy,)pen ?

Cas de la suite (¢™)

Exercice 4.20. Déterminer les limites des suites suivantes (si elles existent).

Louy, =5". 7. an:é<3>n—6. (§>n
2. v, = (0,3)", 5 A0 10. d, = ~27.
3wy, = (—4)". 8. b, = —5r" +12. <§>
4. @, = (—0,5)". . 2

5. yp = —0,5x (1,2)™. It = a5

6. 2, = —1000 x (0,9)" 4 1. <1>

3 13,19
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Convergence et suites monotones

Exercice 4.21. Soit (u,) la suite définie sur N par uy = 1 et, pour tout n € N, u,, 1 = S lUn + 1.

1. Montrer par récurrence que (u,) est majorée par 2 puis que (u,) est croissante. En conclure
la convergence de la suite (u,).

2. Montrer que la suite (v,) définie pour tout n € N, v,, = u,, — 2 est une suite géométrique.

3. En déduire I'expression de v,, en fonction, de n.

4. Etudier la limite de la suite (v,) en déduire la limite de la suite (u,).
Exercice 4.22. Soit f une fonction croissante sur R telle que f(30) =38 et f(50) = 50. Soit (u,,)
la suite définie par uy = 30 et pour tout entier n € N, u, 11 = f(uyn).

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, < u,+1 < 50

2. En déduire que (u,) converge vers un réel /.

Exercice 4.23. Soit (u,),en la suite définie par uy = 0,4 et, pour tout n € N, u, 11 = u, — uZ.
1. Conjecturer la monotonie, un majorant ou un minorant de la suite (u,)nen-

2. Déterminer une fonction f telle que, pour tout n € N, w1 = f(u,).
3

0;=1.
2

4. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < up1q < Uy <

3. Donner les variations de f sur

N —

5. En déduire la convergence de (uy)nen-

(-1

n

Exercice 4.24. [Python| On considére la suite (u,) définie par u, =1 +

1. Montrer que (u,) converge et donner sa limite /.

2. Ecrire une script Python donnant le premier entier n tel que |u, — ¢| < 0,001,

4.6.2 Approfondir

Exercice 4.25. La Multinationale a prévu de réduire ses émissions de COy de 6% chaque année.
En 2020, elle émet 45000 tonnes de COs. On note u, le nombre de tonnes de COy émis par
Pentreprise en 2020 4+ n, avec n € N. Ainsi, ug = 45 000.

1. Quelle est la nature de la suite ? Exprimer u,, en fonction de n.
2. Quelle est la tendance a long terme des émissions de CO, de cette entreprise ?

3. On note S, le nombre total de tonnes de CO, émit par I'entreprise de 2020 a 2020 + n.

Déterminer lim S,,.
n—-+4o00o
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Exercice 4.26. [Suites adjacentes| Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes lorsque I'une
est croissante, 'autre décroissante et que lirJIrl (uy — v,) = 0.
n—-+0oo

Montrons que si (u,) et (v,) sont adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite. Pour

cela, supposons (u,,) croissante, (v,) décroissante et lim (u, —v,) = 0.
n——+00

1. (a) Montrer que (u, — v,) est décroissante.

(b) En déduire, que pour tout n € N, on a u, < v,.
2. Montrons que (uy,) et (v,) convergent.

(a) Montrer que (u,) est majorée.

(b

) En déduire que (u,,) converge.
(¢) Avec un raisonnement analogue, faire de méme pour v,,.

3. (up) et (v,) convergent vers la méme limite. On note lim w, = ¢; et lim v, = (5.
n—-4o0o n—-+4o00

(a) Exprimer en fonction de ¢; et 5 lim (u, — vy,).
n—-+00

(b) En déduire que ¢; = ¢;. Conclure.

4. |Application] Soient (u,) et (v,) deux suites définies pour tout entier n > 1 par

1

n'xn

~ 1
U"ZZE et Up = Up +
k=0

(a) Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

(b) Compléter 'algorithme suivant afin qu’il détermine une valeur approchée a 107¢ de la
limite de (u,) et (vy,).

Algorithme 2 : Approximation

- B N R X
3
/l\

oo
=
o)
=
<
Q
<
]
=

(c) Programmer cet algorithme en Python sur la calculatrice ou 'ordinateur et déterminer
cette valeur. A quoi fait-elle penser ?

e Lo 15
[=]; M
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Exercice 4.27. [Flocon de Koch] Le flocon de Koch est une figure fractale, i.e. un motif se
répétant a I'infini & partir d’un triangle équilatéral. Chacun des cotés du triangle se voit découper
en trois sections égales et on construit sur la section centrale un nouveau triangle équilatéral avant
de la supprimer. La figure ci-dessous représente ces opérations sur I'un des cotés du triangle.

/\ /\

En réitérant a plusieurs reprises ce processus sur chacun des nouveaux cotés, on obtient la suite
de figures suivantes (avec n nombres de fois ou le processus a été exécuté).

O BRI EI Y

n=>0

A partir de la quatriéme figure, on reconnait la forme d'un flocon de neige que 'on nomme
alors flocon de Koch.

Dans la suite de ’exercice on notera, pour tout entier naturel n > 1, ¢, le nombre de cotés a
I’étape n, [, la longueur d’un coté a I’étape n et p, le périmétre du flocon a I’étape n.

1. [Nombres de cotés]

(a) En combien de segments égaux un segment est-il partagé d’une étape a 'autre ?
(b) En déduire que (¢,) est une suite géométrique et préciser ces caractéristiques.
(¢) Exprimer ¢, en fonction de n.

2. [Périmétre du flocon]

(a) Montrer que (I,,) est une suite géométrique et préciser ces caractéristiques.

(b) Exprimer [, en fonction de n.

4 n
(¢) Montrer que p, = 3l X <§> :

(d) En déduire la limite du périmétre du flocon lorsque n tend vers +oc.

3. [Aire du flocon] Déterminer la suite dont le terme général donne 'aire du flocon et montrer
que cette suite converge. En quoi cela peut-il surprendre ?
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4.6.3 S’entrainer

Suites convergentes et divergentes

10
Exercice 4.28. Soit (e,) la suite définie sur N par e, = e
n

1. Démontrer que n > 100 = e, €] —0,1;0,1[.
2. Soit € > 0 un réel, déterminer le plus petit entier n, tel que n > n, — le,| <e.

3. Conclure sur la limite de la suite (e,).

Exercice 4.29. Soit (u,) la suite définie sur N par u,, = 3y/n — 40.
1. Déterminer le plus petit n4 tel que pour tout n > nyu, on a u,, > 100 puis u,, = 1000
2. Méme question pour un réel A quelconque.

3. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice 4.30. Soit (v,) définie sur N par v, = —(n + 3)* + 7.
1. Déterminer le plus petit ny tel que pour tout n > ny, on a v, < —720 puis v, < —3000.
2. Méme question pour un réel A quelconque.

3. En déduire la limite de la suite (v,,).

Exercice 4.31. Que fait I'algorithme suivant ?
Algorithme 3 : Recherche de seuil

n <41

u<1

Tant que v < 1000 :

n+<n+1
u <+ n3

[SLTN NI VR

6 Renvoyer : n

Opérations sur les limites

Exercice 4.32. Déterminer les limites de chacune des suites ci-dessous.

1. an =0’ + 5y/m. 3. ¢, =—n®—n?+ L. 5 e — T4 L
5 7 ) v
2. b, = — —n 4. d,=n*+2— —. 6. f, = 100.
n n

Exercice 4.33. Déterminer les limites suivantes.

5n6 56 + o= 1
1. lim LI , - 1
notoo \ =3+ n3—8 2. lim | —x|-5+—

n—-+oo nt+1
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Exercice 4.34. [Formes indéterminées| Etudier la limite de chaque suite.

2 3 21
1. Sp — 5 . 3 Uy = n— 6 Ty — i .
n?—4 4 1 n+1
+ - 2
n . _n*+Tn+5
4. Un:%- = n+5
1 4 3n%+Tn+5
4—— 3 8- anz—.
0t NG 5n? + 3n + 2
L S g g - Hntl
= = T =T

Théorémes de comparaison

Exercice 4.35.
1. Soit (u,) telle que pour tout n € N, —u,, > n — 13. Déterminer la limite de (u,).
2. Soit (v,) telle que pour tout n € N, —13 + v,, < 504/n(8 — n). Déterminer la limite de (v,,).

Exercice 4.36. Soit (u,) la suite définic par u,, = en pour tout n € N*.
1. Démontrer que la fonction f définie par f(z) = e® — 4x — 1 est décroissante sur [0; 1].

2. En déduire que pour tout z € [0;1], 1 <e” < 1+ 4x.

1
3. Montrer que pour tout n > 8, 1 < u,, <1+ 5
n

4. En déduire la limite de (u,).

sin(n) _

Exercice 4.37. [Python] Soit (u,),en la suite définie par u, = 1+
n

1. Montrer que (u,) converge et donner sa limite.

2. Compléter le script Python ci-dessous afin qu’il renvoie la premiére valeur de n telle que
lu, — 1] < 0,001.

from math import abs, sin

n=.....
U= i,
while ....................

D= ...

U= i
print(..... )

. s : o cos(n)
Exercice 4.38. [Python| On considére la suite (u,) définie par u, =1+ ——=.

n

1. Montrer que (u,) converge et donner sa limite /.

2. Ecrire un script Python donnant le premier entier n tel que |u, — £| < 0,01.
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Convergence et suites monotones

Exercice 4.39. Soit la suite (v,,) définie par

{ v = 100,
Ups1 = 0,4v, +40.

1. Démontrer par récurrence que (v,) est décroissante et minorée par 65.

2. Que peut-on dire de la limite de (v,)?

Exercice 4.40. Soit (w,,)en la suite définie par wy = 0 et, pour tout n € N, w, 11 = /2w, + 3.
1. Déterminer une fonction f telle que w11 = f(w,).
2. Déterminer les variations de f sur [0;3].
3. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < w, 1 < w, < 3.

4. En déduire la convergence de (wy,),en et 'éventuelle limite de (w,,)nen-

Exercice 4.41. [Vrai ou faux ?] Soit (u,)nen une suite. Indiquer en justifiant si les affirmations
suivantes sont vraies ou fausses.

1. Si lim u, = +o0, alors (u,),en est croissante a partir d’un certain rang.
n—-+4oo

2. Si (up)nen est décroissante et majorée, alors lim w, = —o0.
n—-+4oo

3. S’il existe un intervalle ouvert contenant 0 et toutes les valeurs w,, a partir d’un certain rang,

alors lim u, = 0.
n—-+o00

4.6.4 Le Flashback!

Flashback 4.1. On considére le cube ABCDEFGH représenté ci- H G
contre. Soient K le milieu de [AFE] et L le milieu de [E'F]. E/ 'L F
1. Justifier que K appartient au plan (ADH). :
2. Que peut-on dire des droites (AD) et (KH)? K9 )L
3. A l'aide d’un raisonnement par I’absurde, montrer que (AC) et ;. D c
(K H) ne sont pas paralléles.
1
Flashback 4.2. On considére les points A (1;1;2) et B(—1;3;4) et les vecteurs @ [ 1 | et
0
-2
vl 0
1

1. Démontrer que les vecteurs Ag, i et U sont coplanaires.

-
2. Soit M, le point du plan défini par AM = 24 + 4v. Les points A, B et M sont-ils alignés?

(=] o]
o
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