Chapitre 6

Limites de fonctions

6.1 Limite en 'infini

6.1.1 Limite infinie en +0c0 ou en —oco

Définition 6.1. Une fonction f a pour limite 400 A
quand x tend vers 400 lorsque, pour tout réel A, l’in-
tervalle Uintervalle [A; +oo| contient tous les images
de la fonction f a partir d’un certain rang : A== e e

VA>0, 32420, Ve eR, x 224 = f(x) > A.

On note xl_lgloof(x) = +00. T >
Remarque : On définit de fagon similaire : lir_"l_’l f(x) = —o0, lim f(z)=+occet lim f(z)=
T—+00 T—r—00 T——00

—o0. Par exemple, dire que f a pour limite —oo quand x tend vers —oo signifie que pour tout réel
A, Tintervalle |—oco ; A] contient toutes les valeurs f(z) pour z assez petit.

Proposition 6.1. [Fonctions de référencel

1. lim 2" = +o00 pour n € N*. 3. lim 2" = 400 sin est pair.
T—r—+00 T—r—00
2. lim /x = 4o0. 4. lim 2™ = —oo sin est impair.
r—r+00 T——00
Démonstration. Exercice. O



6.2. LIMITE EN UN REEL =z,

6.1.2 Limite finie en +00 ou en —oco

Définition 6.2. Une fonction f a pour limite quand
x tend vers +0oo0 un réel ¢ lorsque tout réel positif e,
Uintervalle € — €0 + €[ contient toutes les images de np
la fonction f a partir d’un certain rang : , /
— €
Ve>0, dz. e Ry /Vz eR, v > 2. = |f(2)—(| <e

On note lim f(z) =¢.

r—r—+00

Définition 6.3. Lorsque liIP f(z) =€ (avec £ € R), on dit que la droite o/ d’équation y = { est
T—+00

une asymptote horizontale en +o0o a la courbe représentative de f.

Remarques : Y
— Cela signifie qu’en notant M (x; f(z)) un point
de la courbe € et P (x;¢) un point de 'asymp-
tote &7, la distance M P tend vers 0 lorsque x

tend vers +o00.

— On définit de méme une asymptote horizontale
en —oo lorsque lim f(x) = (.
T——00

Proposition 6.2. [Limites de référence]

1 1
1. lim —=0. 3. lim — =0.
T—+oo Tr—400 €T
1 . 1
2. lim —=0. 4. Pour tout n € N*, lim — = 0.
T—>—00 z—+oo "
Démonstration. Exercice. O

Proposition 6.3. Les limites en linfini de la fonction exponentielle sont :

lim e* =0 et lim e* = +4o0.
T——00 Tr——+00

Démonstration. Exercice. O

Exercices : et 0.2; [6.25] et [6.26]

6.2 Limite en un réel x
Soit f une fonction définie sur D (intervalle ou réunion d’intervalles). On étudie la limite en

un nombre réel xq lorsque x( est soit dans D, soit une borne d’un intervalle de D.

1
Exemple : On peut étudier la limite en 0 de x — — car 0 est une borne de D = |—o00; 0[U]0 ; +-00].
x
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CHAPITRE 6. LIMITES DE FONCTIONS

6.2.1 Limite infinie en un réel x,

Définition 6.4. Une fonction f a pour limite +00 quand x tend vers xy lorsque, pour tout réel
A, Uintervalle Uintervalle [A ; +o0o[ contient tous les images de la fonction f pour x assez proche

de xq :
VA>0,3dn>0/Vz eR, |z —x9| <n = f(z) > A.

On note lim f(z) = +o0.

T—rT0

Exemple : Soit f la fonction définie sur R* par f(z) =

1
— - Pour tout réel A >0,
x

1 1 —1 1
—>A = 0<r*<—~ &&= —<r<—ctaz#0.

2’ A VA VA

Donc l'intervalle A ;400 contient toutes les valeurs de z

1 1
pour x & une distance inférieure an = — de 0, et lim — =

VCK x—ﬂ)x2
+00.

Définition 6.5. Lorsqu’une fonction f a pour limite +00
ou —oo en un nombre réel xy, éventuellement a droite ou a
gauche, on dit que la droite o/ d’équation x = xy est une
asymptote verticale a la courbe représentative de f.

Exemple : La fonction f(z) = représentée ci-

(z —2)?
contre posséde une asymptote verticale d’équation x = 2. N

Remarque : il est possible d’avoir des limites différentes
lorsque x < xg et x > x¢, i.e. & gauche et a droite de z.

1
Exemple : La fonction définie sur R* par f(x) = — ad-
T

met deux limites différentes en O :

1 1

lim— = —-0c0 et lim— = +o0.
z—0 z—0 T

<0 x>0

%g(

./ R

1 1
— Sur RY = ]0; 400, pour un nombre réel A > 0fixé : — > A <= 0<z < T Ainsi,

T
l'intervalle |A ; +00][ contient toutes les valeurs de f(z) dés que x est positif et suffisamment

1
proche de 0. On dit que f a pour limite +o00 a droite en 0 et on note lirré — = 4o00.
z—=0

>0

1 1
— Sur R* = |—00;0[, pour un nombre réel A < 0 fixé : — < A <= 0>z > T Ainsi
x

[Slagsle]
o 1]
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6.3. OPERATION SUR LES LIMITES

I'intervalle | —oo ; A contient toutes les valeurs de f(x) lorsque z est négatif et suffisamment

1
proche de 0. On dit que g a pour limite —oco & gauche en 0 et on note lirré — = —00.
z—0
<0

La droite d’équation z = 0 est donc une asymptote verticale a la courbe représentative de f.
Intuitivement : € se rapproche infiniment de I’axe des ordonnée lorsque x se rapproche de 0.

6.2.2 Limite finie en un nombre réel x,

Définition 6.6. Une fonction f a pour limite  en xq si A
et seulement si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient
toutes les valeurs f(x) pour x assez proche de xq : ’
|
Ve>0, In>0/Ve eR, |z —x0| <n = |f(x)—/{] <e. !
|
On note lim f(z) =¢. : -
T—x0 Zo g

Remarque : Sizg € D et si f a une limite £ en xg, alors f(xy) = £.

Exercices : et 0.4]; [6.27]

6.3 Opération sur les limites

Soient f et g deux fonctions, ¢; et {5 deux réels.

6.3.1 Limite d’une somme

lim f 2 +00 | —00 | +00
lim g b | +o0| —o0 | +o0 | —o0 | —o0
[lim(f+g)[[ti+0 | +oo | —00 | 400 | =0 | F.L |

6.3.2 Limite d’un produit

hmf I {; >0 ¢ <0 +0o0 —00 0
lim g ly +00 | —00 | 400 | —00 [ 400 | =00 | =00 [ £o0
| lim(f x g) || 64 x b [ 400 | =00 | —00 | 400 | +o0 | =00 [ 400 | F.L |

6.3.3 Limite d’un quotient

Dans les tableaux suivants :
— 07 désigne une convergence vers 0 par valeurs positives ;

— 07 désigne une convergence vers 0 par valeurs négatives.
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CHAPITRE 6. LIMITES DE FONCTIONS

Cas ou la limite de g n’est pas nulle

lim f 0 +00 —00 +o00

limg [ #0400 |[L>0]6L<0[6>0]6<0] +00

lim i 6_1 0* 400 —00 —00 4+o0 | F.L
g %

Cas ou la limite de g est nulle

limf || 41 >0 o0u-+oo | ¢; <0ou—oo

lim g 0+ 0*

. f

lim = +oo Foo F.L
g

6.3.4 Exemples

Proposition 6.4. En +oo et —oo, une fonction polynéme x +— apx™ + ap_ 12" 1 4+ -+ a1z + ag
a la méme limite que son mondéme de plus haut degré a,z™.

Démonstration. Soient n € N* et P une fonction polynéme définie pour tout réel x par :
n
P(zx) = Z apx® = apx™ + ap 12"V + -+ a1z + ag
k=0

Pour tout x # 0, on a en factorisant par =" chacun des monome;

1 1 1
P(x) =2" <an—|—an_1——|—---+a1 — —l—ao—n).
x x x

On sait que, pour tout n € N*, lim — = 0. Donc
z—+oco "
5 1 1 1y
J:—l)I:Eloo an+an—15+"'+alxn_1 +O/OE -
Donc, par produit, P a la méme limite en +00 que a,x". O

Proposition 6.5. Soient P une fonction polynome dont a,x? est le monome de plus haut degré,
et ) une fonction polynome dont a,x? est le monome de plus haut degré, p, ¢ € N. Alors :

P p
lim (z) = lim (apa: ) = lim <%x”_q>.
z—=+o00 Q(ZL‘) z—too \ @x? z—too \ @,

Démonstration. Exercice. O

Remarque : Pour étudier la limite de polynémes, de produits ou de quotients de polynoéme, il
suffit donc de n’étudier que les termes de plus haut degré.

(=] o]
o

OE 3 - 5
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6.4. THEOREMES DE COMPARAISON

Exemple : Soit la fonction f définie sur |—oo;0[ par f(z) = —~ — z. Etudions les limites de f
x

aux bornes de son ensemble de définition.

-3
— lim — =07, et lim — a = 400, donc par somme lim f(z) = +o0.

T——00 I T——00 T—>—00

— lim — = +o0, et lim —z = 0%. Donc, par somme, lim f(z) = +oo0.
z—=0 2T z—0 z—0
<0 <0 <0

Ainsi, la courbe représentative de f admet asymptote verticale d’équation z = 0.

Exemple : Soit la fonction g définie sur R par g(z) = 23 — 12x.

— En —oo comme en +oo, la limite de g est une forme indéterminée (de la forme +oo — 00).
On la factorise par son terme de plus haut degré :

12
g(z) =2 — 120 = 2* (1—;).

12
— Puisque lim 2° = +oo et lim (1 — —2> =1, on a par produit lim g¢(z) = 4oc.
x

r—+00 T—+00 T—r+00
) ) 5 ) 12 o
— Puisque lim 2° = —ocoet lim |1— — ] =1, ona par produit lim g(z) = —oo0.
T——00 T—+—00 X Z——00

— Par ailleurs, on peut vérifier que ¢'(x) = 322 — 12 = 3(z — 2)(x + 2). On en déduit le tableau
de signes de ¢’ puis le tableau de variations de g :

x —00 -2 2 +00
g'(x) + 0 — 0 +
16 +00
9@ | T —

Exercices : a6.14; a6.34l

6.4 Théorémes de comparaison

Théoréme 6.1. Soient f et g deuzr fonctions définies sur un intervalle I de R. Soit xq un réel
appartenant a I ou l'une de ses bornes (xy peut étre 00 en fonction de I ).

1. Si, pour tout x € I, f(x) > g(x) et lim g(x) = 400, alors lim f(z) = +o0.
T—rT0 T—T0

2. Si, pour tout x € I, f(x) < g(x) et lim g(z) = —o0, alors lim f(z) = —oc.
T—rT0

T—T0
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Démonstration.

1. On suppose que pour tout = € I, f(z) > g(z) et lim g(z) = +o0.

T—xQ

1°r cas, rg = +oo : Soit A un réel quelconque. Par définition de la limite, il existe x4 € I
tel que, pour tout = € I, si x > x4 alors g(x) > A. Or pour tout x € I, f(x) > g(z).
Donc, pour tout « € I, si x > x4, alors f(z) > A. Autrement dit lim f(x) = +oo.

T—+00

2¢ cas, o € I : on adapte le premier cas avec la définition de la limite en un réel.

2. Méme méthode.

U
Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(z) = —2x + sin(z). La fonction sinus n’admet
pas de limite en 400 (elle est périodique), mais puisque sin(z) < 1, on a f(z) < —2z + 1. Or
liril —2r 4+ 1 = —oo donc par comparaison, liIP f(z) = —oc.
T—>+00 T—r+00

Théoréme 6.2. [Théoréme des gendarmes] Soient [ et g deux fonctions définies sur un in-
tervalle I de R. Soient xg un réel appartenant a I ou l'une de ses bornes (xy peut étre oo en
fonction de I) et ¢ un réel. Si :

1. pour tout x € I, g(x) < f(z) < h(x);
2. g et h ont la méme limite { en xq ;

alors : lim f(z) = ¢.
T—T0
Démonstration. Exercice. O

cos(z)

Exemple : Soit la fonction g définie sur |0;4o00| par g(z) = . On a pour tout réel x,

—1 < cos(z) < 1, donc

N
8|

1
Or, lim +— = 0. Donc, d’apreés le théoréme des gendarmes, lim g(z) = 0.
T—r—+00 €T T——+00

Théoréme 6.3. [Croissance comparée - Admis] Pour tout n € N :

— lim z2"e* =0; BT _
e ) lim — = +o0.

Remarque : On pourra retenir que « en l'infini, ’exponentielle I’emporte sur les puissances ».

Exercices : [6.15a[6.21]; [6.35] a [6.37]
[Elag[
Siag by
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6.5. CAPACITES ATTENDUES

6.5 Capacités attendues

— Déterminer dans des cas simples la limite d’une suite ou d’une fonction en un point, en +o0,
en utilisant les limites usuelles, les croissances comparées, les opérations sur les limites, des
majorations, minorations ou encadrements, la factorisation du terme prépondérant dans une
somme.

— Faire le lien entre l'existence d'une asymptote paralléle & un axe et celle de la limite corres-
pondante.

6.6 Exercices

6.6.1 Progresser
Limite en Pinfini

Exercice 6.1. Soit la fonction f définie sur R, par f(z) = /x.

1. Démontrer que pour tout réel A > 0, I'intervalle | A ; +o00[ contient toutes les valeurs de f(z)
pour x assez grand.

2. Que peut-on en déduire pour la fonction f7

1
Exercice 6.2. Soit ¢ la fonction définie sur |0 ; o0 par g(z) = —.
x

1. Montrer que pour tout réel e > 0, 'intervalle |0 ; [ contient toutes les valeurs de g(x) pour x
suffisamment grand.

2. En déduire lir}ra g(x). Que peut-on en déduire pour €, ?
T—>+00

Limite en un réel x,
)
Exercice 6.3. Soit la fonction f définie sur |0;+o00| par f(z) = =5 + —.

NG

1. Déterminer lim f(z) et lim f(z).
z—0 T—r+00
2. Que peut-on en déduire graphiquement ?

Exercice 6.4. Pour chacune des trois fonctions suivantes, dire si la courbe représentative de cette
fonction admet une ou plusieurs asymptotes.

T —00 —12 +00 T —00 0 +00

2 5 400 )

0 —00 —00
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—4 —00 | —00

Opération sur les limites

Exercice 6.5. Déterminer, en justifiant, les limites suivantes :

L. lim a? —5; 6 L x3< . ﬂ) 10. lim 7e® — 82% 4+ 1;
r——+00 . - — — ) r——00

2. lim 2% —5; e o

3. IEIPOO_5563_2$+1; 7. xgrfwe —;+4, .x_l)rilooe x 2

.= 8. lim e —7;

4. lim — —bz; T——00 2T —9

5. lm —52% —2z+1; 9. lim —: ot~y
T——00 z——o0 L3 xr2

Exercice 6.6. Déterminer la limite (éventuellement & gauche / droite) des fonctions suivantes
lorsque = tend vers x.

1. fl(x):x3+x1— 2, xg = —00. 14_1
6. - 737 = .
2' f2('r):\/§+57 $0:+OO. fG(x) \/E_l’ o _I_OO
1
3. fa3(x) = ——, 19 = +00. 3 _ 9,2
Vi +2 7 f7(x):x x2,1'0 1
4f(a7)—ix—+oo (z=1)
IR Ty 0T ' )
1
5. f3(x) = — + VI, 20 =4 8 fla) = = mo=4
Exercice 6.7. Déterminer la limite en +00 et en —oo des fonctions suivantes.
=% — —zd+r—1
2. fo(x) = =2 + 102* + 22 + . 20+1
x? +2x —3 42% — 3
3. = 5. = :
fs(@) 71 Blo) = g =g
T
Exercice 6.8. [Limite usuelle avec une exponentielle] Soit f définie sur R* par f(z) = © :
x

1. Donner I'expression du taux d’accroissement de la fonction exponentielle entre 0 et x.

2. Déterminer lim f(x).
z—0

3 0/I3
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6.6. EXERCICES

sin(x) _

Exercice 6.9. [Limite usuelle avec un sinus| Soit f définie sur R* par f(z) =

1. Donner I'expression du taux d’accroissement de la fonction sinus entre 0 et x.

2. Déterminer lim f(x).
z—0

Exercice 6.10. Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par : f(x) =z +2 — /x.
2

T Vrt2+va

2. Déterminer la limite de x — v/z 4+ 2 en +00 et en déduire la limite de f en +o00.

1. Montrer que pour tout x € [0; +o0o[, f(z)

3. De la méme facon, calculer la limite en +oo de g(z) = Va2 + z — Va2 + 1.
Exercice 6.11. Soient f, g et h trois fonctions définies par

P +x—2 ?+r+1 . 1
f@)=——7— 9@)= 35 —5 ¢t hlz)=¢——

x2+2x—3 x
Pour chacune de ces fonctions, déterminer I’ensemble de définition, les limites aux bornes de
I’ensemble de définition, les asymptotes éventuelles ainsi que les variations.

Exercice 6.12. En décomposant le probléme, déterminer :

. _ . 622 + x
lim e %*t* ot  lim .
z—+00 z—+00 72 +1

Exercice 6.13. Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = ex. En décomposant le probléme,
déterminer la limite de f aux bornes de son ensemble de définition.

Exercice 6.14. Dans chaque cas, déterminer deux fonctions f et g telles que :
1. lim f(z) =400, lim g(z) =400 et lim (f(x)—g(z)) =2;
r——+00 T——+00

T—+00

2. lim f(z) =+oco, lim g(z)=0et lim (f(z)xg(z))=0;

T—+00

3. lim f(z) = +oo, x1—1>1’—|1-10<>g(x) =0et xgrfm(f(x) X g(x)) = 4o00;

T—+00
| ) ‘ B - flz)
4. lim f(z) = +o0, lim g(x)=+ooet lim o)

Théorémes de comparaison

Exercice 6.15. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 3cos(z) — 2% + 4

1. Montrer que pour tout réel z, 1 — 2* < f(x) <7 — 2°.

2. En déduire lim f(z).
T——00

Exercice 6.16. A I'aide de théorémes de comparaisons ou du théoréme des gendarmes, déterminer
les limites en 400 et en —oo des fonctions définies par :

sin(z)

e et g(r) = — 3cos(x).

fz) =
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Exercice 6.17. [Limites de la fonction exponentielle] On considére la fonction f définie sur
R par : f(x) =e* — .

1. Dresser le tableau de variations de f sur R.
2. En déduire que, pour tout z € R, f(z) > 0.

3. En déduire que lim e* = +oc.
r—r+00

4. En posant X = —x démontrer que lim e* = 0.
Tr—r—00

Exercice 6.18. [Croissances comparées| Déterminer les limites suivantes.

1 lim & 3. lim z(1+4e™®). 5. lim e?* — xe®.
) :c—)—ool’Q ’ T——00 T—+00
e3x
2. lim (e*+e77). 4. lim e* — 22 6. lim —.
T—+00 x—+00 T—>+00 T

Exercice 6.19. [Croissances comparées| Soit n € N*.
1. Montrer que pour tout réel z, e* > x + 1 (on pourra se ramener a 1’étude de la fonction
fix—e*—z—1).
x
n+1
3. En utilisant une propriété de la fonction exponentielle (¢ = (e*)”), montrer que pour tout

z > 0,
1 n+1 .
ex>< ) "
“\n+1

2. Montrer que pour tout réel z, entt >

T

. . (S
4. En déduire lim —.
T—+oo ™

Exercice 6.20. [Croissances comparées| Déterminer la limite de chaque fonction lorsque z
tend vers a.

T

1. fra—a?e®+2—1, a=—o0. A i ex:tf’ a = 400,
2. g:ax— e+’ —x, a=+oo. ¢
: 5. o o +00
. —o _ _ jire —— 1 a= .
3. h:z—aze "+ -1, a=+o0. J -

Exercice 6.21. [Théoréme des gendarmes] Soient f, g et h trois fonctions définies sur I =
JA; +oo[ oit A est soit un réel soit —oo. On suppose que, pour tout = € I, g(x) < f(z) < h(x) et
que g et h ont la méme limite ¢ € R en +o00.

1. Soit € > 0. Expliquer pourquoi il existe m, tel que pour tout x € I, si x > m,, alors
(—e<g(r)<l+e

2. Déterminer le méme type d’inégalité pour h.

3. Démontrer que lim f(x) = (.
r——+00

Sy 11
Ok357 =
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6.6. EXERCICES

6.6.2 Approfondir

Exercice 6.22. Soient m un nombre réel quelconque et f la fonction définie et dérivable sur R
telle que f(z) = (z + 1)e™.

1. Calculer la limite de f en +o00 et en —oo0.

2. Montrer que la dérivée de f sur R est f'(z) = (x + 2)e”.
3. Déterminer le tableau de variation de f sur R.
4

. On définit la fonction g, sur R par g,,(xr) = x+ 1 —me™" et on note %, la courbe représen-
tative de g,,.

(a) Démontrer que g,,(x) = 0 si, et seulement si, f(z) = m.

(b) Déduire des questions précédentes, sans justifier, le nombre de point d’intersection de
la courbe %, avec ’axe des abscisses en fonction du réel m.

(c) Etudier les positions relatives de la courbe %, par rapport a la droite 2 d’é¢quation
y = x + 1 suivant les valeur de m.

Exercice 6.23. [Théorie de la relativité] Dans sa théorie de la relativité, Einstein a montré que
la longueur d’un objet en mouvement — vu par un observateur immobile — et sa masse dépendent

de sa vitesse.
On note Ly la longueur de 'objet au repos (en m), mgy la masse de 'objet au repos (en kg), v
la vitesse de 'objet (en m.s™!) et ¢ la vitesse de la lumiére (environ 3 x 108 m.s™1).

1. La fonction L donnant la longueur de l'objet est définie sur [0;¢[ par

U2

L(U):LO 1——

2’

(a) Calculer L'(v) pour tout réel v de [0;c].
(b) En déduire le sens de variation de la fonction L.

(c) Calculer la limite de L en c.

2. La fonction m donnant la masse de 'objet est définie sur [0; [ par

(a) Etudier les variations de m.

(b) Que vaut limm(v)?
v—C

Exercice 6.24. [**] Pour tout nombre réel z, il existe un unique entier n tel que n < x < n+ 1.
On appelle cet entier partie entiére de z, notée |z]. Donc |x] = n signifie que = € [n;n+ 1.

Déterminer la limite de la fonction f définie sur R* par f(z) = = lorsque z tend vers +oco.
x
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6.6.3 S’entrainer

Limite en I’infini

Exercice 6.25. Soit la fonction g définie sur R par g(z) = —z%.

1. Démontrer que pour tout réel A < 0, l'intervalle | —oo ; A[ contient toutes les valeurs de g(x)
pour z suffisamment petit (négatif et grand en valeur absolue).

2. Que peut-on en déduire pour la fonction g7

1
Exercice 6.26. Démontrer que lim — = 0. Que peut-on en déduire graphiquement ?
T——00 L

Limite en un réel x,

5

Exercice 6.27. Soit la fonction définie sur R \ {2} par f(z) = 5
l’ —_—

1. Déterminer les limites en +oo.
2. Déterminer les limites de f & gauche et a droite en x = 2.

3. Que peut-on en déduire graphiquement ?

Opération sur les limites

Exercice 6.28. Déterminer, en justifiant, les limites suivantes :

_ 2 5
m 2T 5 lim (3—x)x
z—5 gj‘—l—l

r—4- [L’—4’
-5+ -3+ : —3 r+1
i - 7. i . 6. 1 X .
i ot S e e

1. lim (1+ )22 —3);

Y

2.

Exercice 6.29. Déterminer la limite (éventuellement a gauche / droite) des fonctions suivantes
lorsque x tend vers x.

1
1. fl(l’):x_2,l’0—2 4 f4(l’):—+5,l’020
2. fo(x) _4+\/E, xg =4 5. fala) = T + g = —
_ T _
3. fg(l‘)— \/5_17 .CL’(]——FOO. 6. f6(.f(3): ;(,’2 1, 213'0——1
Exercice 6.30. Déterminer la limite en +00 et en —oo des fonctions suivantes.
1. f(z) =3z —32®+5x+1. 9 :3552—1 3 h :$2+$+1
9@ =T o) ==
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: . . 32+ 2 —2 . .
Exercice 6.31. Soit f définie par f(z) = —m 1 Déterminer don ensemble de définition, des
x‘ J—
limites aux bornes de I’ensemble de définition, ses asymptotes éventuelles ainsi que ses variations.

-1
Exercice 6.32. [Limite usuelle avec un cosinus] Soit f définie sur R* par f(z) = M.
T

1. Donner I'expression du taux d’accroissement de la fonction cosinus entre 0 et x.

2. Déterminer lim f(z).
z—0

Exercice 6.33. Calculer les limites en +o0o des fonctions définies sur R, par :

L f(z) =vVo+1—x; 2. g(z) =Vt + 22— Vi + .

Exercice 6.34. Dans chaque cas, déterminer deux fonctions f et g telles que :

L lim f(z) = +oo, lm g() =+oo et lim (f(z) = g(x)) = +00;

T——+00

2. lim f(z)=+o0, lim g(x)=0et xl—l>r—iI-100(f(x) X g(x)) =5;

T—+00 T—r—+00
. B . B . flx) '
3. lim f(z)=+o0, lim g(x)=+ocoet lim —= =+4o0;
T—+00 Tr—r—+00 T—+00 g([)j')

L )= oo, By gl) = oot I ot ="

Théorémes de comparaison

Exercice 6.35. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2 + 3 + 2sin(xz)
1. Montrer que pour tout réel z, 2? + 1 < f(z) < 22 + 5.

2. En déduire les limites de f en plus —oo et +o00.

Exercice 6.36. A 'aide de théorémes de comparaisons ou du théoréme des gendarmes, déterminer
les limites en 400 et en —oo des fonctions définies par :

xT

flz) = cos(z)e™ et g(z) = sin(z)e”.

Exercice 6.37. Déterminer la limite de chaque fonction lorsque x tend vers a.

—x

. 3aT — (S
L froz=ave, a 0. 3. h:xw ze® + —, a=—o0.
x
e’ v
2.9:x— —, a=+oo. 4. 1: 72— ex%fr’ a = +00.
x
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6.6.4 Le Flashback!
Flashback 6.1. A(—5;5;-3), B(—8;-5;—6), C(—2;-8;—2) et D(1;2;1) sont des points
dans I'espace muni d’un repére orthonormé.

1. Montrer que E et ﬁ sont égaux.

2. Calculer E . E et z@ . ﬁ

3. En déduire la nature du quadrilatére ABCD.

Flashback 6.2. A(5;—1;0), B(0;—1;2) et C'(2;0;—2) sont des points dans I’espace muni d’un
repére orthonormé.

1. Montrer que A, B et C définissent un plan.

2. Déterminer un vecteur normal au plan (ABC).
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