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Introduction

Problèmes de transmission, les origines

Qu’elles soient artificielles ou non, les situations où deux matériaux (voire plus) sont en
contact les uns avec les autres sont monnaie courante ; et ce dans une grande variété de
domaines. Pour s’en convaincre, on pourra par exemple citer les différentes couches de roches
et métaux du noyau planétaire ; l’atmosphère, ses différentes strates et la Terre ; un mur
recouvert d’isolant ; un os entouré de chair.

Les différentes caractéristiques des constituants de ces systèmes sont alors à prendre en
compte. Notamment lors de l’étude de leurs comportements face à divers phénomènes pou-
vant les affecter : électromagnétisme, diffusion de chaleur, déformation... En effet, la manière
dont vont évoluer ces systèmes peut radicalement changer à l’interface de deux matériaux
différents. À des fins de diversité, citons les sports de combat ; dans ceux-ci les protections
des athlètes sont constituées de matériaux mous susceptibles d’absorber les impacts afin de
minimiser l’énergie des chocs une fois arrivée à l’interface protection/corps et ainsi de laisser
l’athlète indemne ; il ne viendrait à l’esprit de personne d’utiliser des protections en bois,
celles-ci n’absorbant pas ou peu les chocs.

Les problèmes modélisant ces situations sont usuellement appelés problèmes de transmis-
sion, parmi eux nous nous intéressons plus particulièrement aux problèmes de transmission
avec couche mince. Ceux-ci ont la particularité d’être posés sur des domaines composés de
deux sous-domaines dont l’un est significativement plus petit que l’autre dans une direction,
par exemple le domaine représenté sur la figure 1. Le problème (1) en est un représentant :
il se décompose selon les deux sous-domaines Ωi et Ωε

e, lesquels sont liés par des conditions à
leur interface, notée Γr.

Ce type de problèmes de transmission est très fréquent. On pourra expliciter notamment
des objets tels que : les œufs et leurs coquilles ; les cellules et leurs membranes ; les films
plastiques protégeant des écrans ; la peinture sur un matériau.

De nombreuses études ont déjà été effectuées sur ces problèmes et pour des phénomènes
variés ; on pourra citer en particulier [14, 16, 31] dans le cas de l’électromagnétisme ; [25] pour
la chaleur ; [36] dans le cas des écoulements de Stokes ; [8, 32] pour la géo-physique ; [17, 18]
dans le cas de matériaux composites ; [1, 4, 5] pour des problèmes d’élasticité ; [2] pour des
couches d’épaisseur variable.

Cependant, les problèmes de transmission avec couche mince s’avèrent être complexes.
Tenter de les résoudre par ordinateur peut être délicat, en particulier lorsque l’épaisseur ε de
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la couche mince est très faible. En effet, cela nécessite une discrétisation à l’échelle de ε au ni-
veau de la couche, ce qui peut impliquer des coûts et temps de calculs importants ainsi qu’un
manque de précision. Devant ces difficultés, des tactiques d’approximations moins directes
de ces problèmes ont été mises en place : les comprendre par le truchement de conditions
d’impédance, aussi appelées conditions artificielles ou effectives.

Figure 1 – Un domaine avec couche mince



−α∆uεi = fi dans Ωi,

−∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr,

uεe = 0 sur Γεd.

(1)

Les problèmes avec conditions d’impédance

L’idée du problème d’impédance est qu’il est posé sur un domaine qui ne dépend pas de ε,
autrement dit, que la couche est supprimée ; par exemple, un problème d’impédance associé
au problème (1) ne serait posé que sur le domaine Ωi représenté en figure 1. Ainsi, tous les
problèmes inhérents à la couche sont évacués. Cependant, la suppression de la couche repré-
sente une perte d’information qui doit être compensée. Pour cela, le problème d’impédance
devra comporter une condition limite sur Γr qui dépendra de ε.

C’est le développement asymptotique en fonction de ε de la solution du problème de
transmission qui donne des informations sur les possibles conditions limites sur l’interface
Γr ; ainsi un problème d’impédance associé à (1) est le suivant :

−α∆vε = fi dans Ωi,(
1 + ε

c(x)
2

)
vε + εα∂νv

ε = 0 sur Γr,

(2)

où c(x) désigne la courbure du domaine au point x ∈ Γr.

Cet « interprète » du problème (1) fournit une approximation de bonne qualité comme
en témoignent les estimations d’erreur suivantes :

‖uεi − vε‖1,Ωi ≤ Cε3. (3)

Cependant, force est de remarquer que le domaine représenté en figure 1 est régulier ;
il convient bien pour décrire un œuf mais s’avère moins pertinent pour modéliser un avion
furtif et sa peinture. Ceci nous amène à nous poser la question suivante : quid des problèmes
de transmission et leurs approximations lorsque le domaine est irrégulier ?
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Les problèmes de transmission à coin

Un exemple de ces problèmes de transmission à coin est le problème (4) posé sur le
domaine représenté en figure 2, où le coin est de type conique d’angle ω.

Figure 2 – Un domaine à coin avec couche
mince



−α∆uεi = fi dans Ωi,

−∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr,

uεe = 0 sur Γεd.

(4)

Le comportement de la solution uε des problèmes de la forme de (4) en fonction de
l’épaisseur ε de la couche mince Ωε

e et de l’angle ω du coin a été étudié dans [34]. Il apparait que
lors de la construction du développement asymptotique de uε interviennent des singularités
de la forme

sj(r, θ) = r
jπ
ω sin

(
jπ

ω
θ

)
, θ ∈ [0, ω].

Ces singularités bloquent a priori la construction du développement asymptotique. À
l’instar de [11], cette difficulté est contournée en les remplacant par un autre objet : les
profils. Ceux-ci peuvent être considérés comme proches des singularités dans le sens où ils
héritent du comportement à l’infini de ces dernières. Leurs domaines de définitions sont des
cônes infinis se confondant avec le coin du problème originel à ceci près que l’épaisseur de
la couche mince est non plus de ε mais fixée arbitrairement (à 1 par exemple) ; on pourra
observer sur la figure 3 le domaine des profils pj associés au problème (4) et, dans le problème
(5) qu’ils vérifient, le fait qu’ils se comportent à l’infini comme sj .

Figure 3 – Domaine des profils du pro-
blème (4)



−α∆pj = 0 dans Ω∞i ,

−∆pj = 0 dans Ωε
e,

pji = pje sur Γ∞r ,

α∂νp
j
i = −∂νpje sur Γ∞r ,

pj = 0 sur Γ∞d ,

pj ∼ sj lorsque r → +∞.
(5)
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Comparaison avec un problème avec condition d’impédance

Voyons maintenant comment se passe la comparaison du problème (4) avec son problème
avec condition d’impédance associé. Ce dernier admet la même formulation que (2) mais est
posé sur le domaine Ωi représenté en figure 2.

Il possède un développement asymptotique similaire à celui du problème (4) : à chaque
étape de sa construction, des singularités apparaissent et doivent être remplacées par des
profils.

À partir de ces développements, on peut établir une estimation d’erreur entre les solu-
tions uε du problème de transmission et vε du problème avec condition d’impédance. Ces
estimations d’erreurs sont fournies par [34] :

‖uεi − vε‖0,Ωi ≤ C[log ε]εmin( 2π
ω
,1+ π

ω
,3), (6)

‖uεi − vε‖1,Ωi ≤ C[log ε]εmin( πω ,3), (7)

où [log ε] désigne une dépendance polynômiale en log ε.

Comparons maintenant avec les erreurs commises dans le cas régulier – i.e. sans coin –
du problème (1).

Pour un angle ω inférieur à π
3 , les estimations (6) et (7) fournissent le même résultat que

(3), l’erreur est en ε3 ; cependant, on peut voir qu’au delà de π
3 , l’erreur va rapidement se

dégrader lorsque ω approche 2π pour finir en O(ε[log ε]) pour l’erreur L2 et O(
√
ε[log ε]) pour

l’erreur H1.
Cette baisse de vitesse de convergence s’avère gênante, ce qui conduit [34] à ouvrir en

perspective la possibilité de considérer de nouvelles conditions d’impédance afin d’y pallier.
Ainsi, l’objet de cette thèse est d’offrir, à ceux qui en auraient l’appétit, un petit panel de
« nouvelles » conditions d’impédance permettant de réduire l’écart qui s’est creusé entre les
cas régulier et irrégulier de l’approche du problème de transmission par celui avec condition
d’impédance.

Problème de transmission étudié et nouveaux problèmes d’impédance

Le problème de transmission à coin qui servira de fil d’ariane à cette thèse est le problème
(8) posé sur le domaine représenté en figure 4, où Γn = Γ1

n ∪ Γ2,ε
n ∪ Γ3,ε

n ∪ Γcn et ∂νuεi et ∂νuεe
désignent les dérivées normales extérieures à Ωi et Ωε

e de uε.

Ici, la couche mince Ωε
e ne recouvre pas l’intégralité du domaine Ωi contrairement aux

problèmes (1) et (4) mais seulement une partie. C’est d’ailleurs de là que vient l’intérêt de
ce problème car, hormis cela, l’angle du domaine Ωi en O est plat. Le fait que la couche ne
soit qu’à droite du point O va créer une singularité de façon artificielle en ce point en posant
des conditions de bords différentes de chaque côté de O ; ceci se voit très aisément si l’on
considère le problème limite, i.e. lorsque l’épaisseur de la couche est réduite à 0. On a alors
à gauche de O une condition de Neumann et à droite une condition de Dirichlet.

On peut aussi voir le changement de conditions de bord à l’origine sur le problème avec
condition d’impédance associé ; en effet, puisque qu’ici la courbure de la couche Ωε

e est nulle,
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

−α∆uεi = fi dans Ωi,

∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr

∂νu
ε = 0 sur Γn,

uεe = 0 sur Γεd.

(8)

Figure 4 – Domaine du problème de
transmission

la condition de Robin sur Γr du problème (2) nous donne comme problème :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα∂νv
ε = 0 sur Γr.

(9)

On peut donc observer qu’en O se côtoient des conditions de Neumann et Robin. On
verra lors de la construction des développements asymptotiques des problèmes (8) et (9) (ce
dernier ayant déjà été effectué dans [11]) que les singularités — notées sj — qu’y apparaissent
correspondent à celles du cas ω = 2π du problème (4) :

sj(r, θ) = r
1
2 +j sin

((1
2 + j

)
θ

)
, θ ∈ [0, π].

Nous sommes en fait dans le pire des cas des estimations (6) et (7), autrement dit, nous
avons pour vitesses de convergence des erreurs L2 et H1 en (à des termes logarithmiques près)
ε et
√
ε, respectivement. Ces dernières sont calculées à partir des développements asympto-

tiques (10) et (11) des solutions de nos deux problèmes.

Comme pour la construction du développement asymptotique de la solution du problème
(4), les singularités vont être remplacées par des profils, notés qj pour le problème (8) et pjr
pour le problème (9). On obtient alors comme premiers termes :

uεi = u0
reg,i + d0χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
+ εu1

ϕ,i[log ε] + εu1
r,i +OH1

(
ε

3
2
)
, (10)

et
vε = v0

reg + c0χ1(r)
√
εp0

r

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

ϕ[log ε] + εv1
r +OH1

(
ε

3
2
)
. (11)

Une étude sur les différents termes en présence montre que u0
reg,i = v0

reg, c0 = d0 et
u1

r,i = v1
r . Elle montre de plus que les termes u1

ϕ,i et v1
ϕ apparaissent à cause du remplacement

des singularités par les profils et sont construits par des procédés identiques. C’est donc la
différence entre les profils qj et pjr qui s’avère être à l’origine de la différence entre des premiers
termes des développements asymptotiques (10) et (11). Autrement dit, cette différence est le
facteur limitant de la vitesse de convergence entre nos deux solutions.
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Amélioration de l’erreur L2

Une étude précise sur l’origine de l’erreur L2 entre les solutions des problèmes (8) et (9) :

‖uεi − vε‖0,Ωi ≤ Cε[log ε],

nous permet de montrer que le premier facteur limitant réside dans les différences entre u1
ϕ,i et

v1
ϕ et entre q0

i et p0
r dans (10) et (11). Comme mentionné plus haut, u1

ϕ,i et v1
ϕ sont construits

tous les deux à l’aide des profils pj et qji par un même procédé. Remontant ce procédé de
construction, on aboutit au fait que la différence entre u1

ϕ,i et v1
ϕ est due à celle entre deux

coefficients situés aux débuts des développements à l’infini des profils q0 et p0
r de nos deux

problèmes. Plus précisément, il s’agit des coefficients c0(1) et d0(1) dans les développements
suivants : lorsque r → +∞,

p0
r = s0 + p0(1) + c0(1)s−1 +OL2

(
r−

3
2
)
, (12)

et
q0 = s0 + p0(1) + d0(1)s−1 +OL2

(
r−

3
2
)
, (13)

où
p0(1)

r = α
1

2π
1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

Par ailleurs, une étude sur l’impact direct de la différence entre q0
i et p0

r nous montre que
si c0(1) et d0(1) sont égaux, alors la différence entre q0

i et p0
r ne s’exprime plus en O(ε) mais

en O(ε2) et donc ne s’avère plus être un facteur limitant.

L’idée que nous allons développer consiste en l’introduction d’un paramètre supplémen-
taire dans la condition d’impédance du problème (9) sur lequel on pourra jouer afin d’égaliser
ces deux coefficients — c0(1) et d0(1) — et ainsi transformer l’erreur en O

(
ε

3
2 [log ε]

)
.

La première voie que nous suivrons sera celle d’une condition d’impédance de type Robin
multi-échelle avec coefficient variable sur Γr :

vε• + εα•

(
x

ε

)
∂νv

ε
• = 0, (14)

où α• est la fonction représentée sur la figure 5.

½

®²
®

C®

½²

Figure 5 – La fonction α•

Fort heureusement, le profil associé à la condition d’impédance (14) — noté p0
r,• — admet

le même développement (12) à l’infini que p0
r et peut donc être comparé directement à q0
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grâce à (13). L’objectif sera alors de trouver le paramètre ρ• qui égalise nos deux coefficients
c

0(1)
• et d0(1).

La seconde voie sera celle d’une condition d’impédance de type Ventcel :

vεβ + εα∂νv
ε
β − ε2β∂2

τv
ε
β = 0, (15)

où ∂2
τ désigne la dérivée tangentielle seconde. De même que le profil p0

r,•, le profil associé à la
condition de Ventcel (15) — noté p0

v,β — admet le même développement (12) à l’infini que p0
r

et peut donc être comparé directement à q0. L’objectif consistera alors à déterminer β afin
d’égaliser c0(1)

β et d0(1).

Amélioration de l’erreur H1

L’étude de l’erreur H1 :
‖uεi − vε‖1,Ωi ≤ C

√
ε[log ε],

nous montre que son origine est due à la différence entre les gradients des profils pj et qj dans
(10) et (11). Cette différence étant globale, elle ne peut être supprimée par une déformation
du problème (9) à l’aide de condition d’impédance de la forme de (14) ou (15).

L’idée est donc d’approcher uεi par le début de son développement asymptotique :

wεi = u0
reg,i + d0χ1

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
.

Ainsi, wεi ne dépend pas de la couche Ωε
e et l’avantage conféré par le problème d’impédance

est conservé tout en fournissant une meilleure estimation d’erreur :

‖uεi − wεi ‖1,Ωi ≤ Cε[log ε].

Là encore, les profils seront au cœur du travail à accomplir avec la nécessité d’obtenir
numériquement q0. Cette approche sera d’ailleurs nommée d’après eux : méthode de plaquage
des profils.

Organisation de la thèse

Le déroulement de la thèse va s’articuler selon le schéma représenté sur la figure 6.

Le premier chapitre a pour objectif la construction des développements asymptotiques
des solutions des problèmes de transmission et avec condition d’impédance. Bien que ces
constructions nécessitent des résultats sur les profils, ceux-ci ne seront étudiés qu’au dernier
chapitre. En effet, leur étude est délicate et seul un petit nombre de résultats les concernant
sont nécessaires à la construction des développements asymptotiques. Ainsi, afin de ne pas
perdre de vue les objectifs de cette thèse et de bien saisir le pourquoi de leur intervention, ils
ne seront donc pas étudiés en premier malgré leur rôle central ; divers encarts énonçant les
résultats utiles pourvoiront à nos besoins.

Le deuxième chapitre a pour vocation de présenter comment la méthode de plaquage des
profils et conditions d’impédance (14) et (15) vont nous permettre d’améliorer les erreurs L2,
H1 et L∞. Nous y traitons de leurs efficiences théorique et numérique ainsi que de moyens
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Figure 6 – Relations entre les chapitres

d’obtenir numériquement les profils.

Le troisième chapitre aborde des cas d’extensions tridimensionnelles des problèmes des
chapitres précédents et étudie l’adaptabilité des diverses méthodes mises en œuvre au second
chapitre à la dimension 3.

Le quatrième chapitre contient la construction et l’étude des profils des divers problèmes
étudiés auparavant. Il peut être passé en première lecture. Afin de l’alléger, des résultats sur
la régularité elliptique des profils ont été mis en annexe.

Finalement, viennent quelques annexes comportant divers résultats utilisés sporadique-
ment ou ponctuellement et qui ont été retirés du corps principal afin de l’alléger. On y trouve
notamment une annexe sur les espaces à poids et la transformée de Mellin et des résultats de
régularité elliptique.

Simulations numériques

Les simulations numériques ont été effectuées avec Freefem (voir [21]) et le couple Gmsh
Getdp (voir [19]). La méthode de plaquage des profils n’a été testée que grâce à Freefem ;
en effet, celle-ci requiert un certains nombres d’opérations successives qui ne sont pas, à ma
connaissance, réalisables sur Getdp. Inversement, les simulations conduites sur la condition
d’impédance de Ventcel n’ont été faite qu’avec Getdp car Freefem ne permet pas — encore
une fois, à ma connaissance — de coder les conditions de Dirichlet ponctuelles nécessaires
aux conditions de Ventcel.

Les dessins ont été faits avec Géogebra et les graphes ainsi que le post-traitement des
données recueillies avec Matlab.
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Chapitre 1

Développements asymptotiques

Ce chapitre a pour objectif de présenter les développements asymptotiques des problèmes
de transmission et d’impédance. Le développement du problème avec impédance de type
condition de Robin a été décrit brièvement dans [11], il est repris ici en détails d’une façon
qui s’inspire aussi de [34]. Celui du problème de transmission est une adaptation de son ana-
logue dans [34]. Le développement du problème avec impédance de type condition de Ventcel
est original et s’inscrit dans la lignée de [6] ; il est basé sur celui avec condition de Robin tout
en prenant en compte les différences dues à la dérivée tangentielle seconde.

L’accent sera mis sur la construction des premiers termes, d’une part, afin de bien saisir
comment les profils interviennent ; d’autre part, afin d’identifier précisément les termes du
développement et leur dépendance vis-à-vis des différents coefficients de singularité. Cette
étude indispensable nous permettra alors d’effectuer une comparaison termes à termes des
développements, ceci dans la visée de repérer comment ces différences détériorent l’approxi-
mation de la couche mince par une condition d’impédance. C’est forts de la compréhension
des origines et dépendances de chaque terme en présence que nous pourrons par la suite
mettre en œuvre des techniques visant à pallier ces détériorations.

Enfin, le lecteur profane souhaitant s’initier trouvera ici une version détaillée (et peut
être plus abordable) du développement du problème d’impédance avec condition de Robin ;
expliquant notamment pourquoi il est impossible de le construire sans faire intervenir les
profils. Le lecteur familier pourra éventuellement se contenter d’un survol ou se concentrer
sur le développement du problème d’impédance avec condition de Ventcel.

1.1 Problème avec condition d’impédance de type
Robin

Il s’agit ici d’étudier et d’effectuer le développement asymptotique en fonction de ε de la
solution vε du problème suivant :
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1.1. PROBLÈME AVEC CONDITION D’IMPÉDANCE DE TYPE ROBIN



−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα∂νv
ε = 0 sur Γr

(1.1)

où le domaine Ωi est un demi-disque et les domaines Γn = Γ1
n ∪ Γcn et Γr sont définis sur la

figure 1.1.

Figure 1.1 – Domaine du problème avec condition d’impédance de type Robin

La première sous-section a pour but de poser les résultats d’existence et d’unicité de solu-
tions aux problèmes de la forme de (1.1). La seconde sous-section a pour objectif de présenter
la construction des premiers termes du développement. Plus particulièrement, nous verrons
pourquoi les singularités du problème limite empêchent la poursuite du développement justi-
fiant ainsi la nécessité de les remplacer par les profils. Enfin, la troisième sous-section présente
le développement et sa structure à tout ordre.

1.1.1 Existence et unicité des solutions au problème

On s’intéresse ici — pour ε > 0 et α > 0 fixés — aux problèmes de la forme :

−α∆v = f dans Ωi,

∂νv = 0 sur Γn,

v + εα∂νv = g sur Γr,

(1.2)

où le domaine Ωi est encore le domaine représenté sur la figure 1.1 et ε ∈ R∗+.

Théorème 1.1. Soient f ∈ L2(Ωi), g ∈ L2(Γr) et α ∈ R∗+. Alors le problème (1.2) admet
une unique solution v ∈ H1(Ωi) qui vérifie

‖v‖H1(Ωi) ≤ C
(
‖f‖L2(Ωi) + 1

ε
‖g‖L2(Γr)

)
,

où C > 0 est une constante indépendante de ε.
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CHAPITRE 1. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Démonstration. La formulation variationnelle associée à (1.2) est, pour tout w ∈ H1(Ωi),

a(v, w) = L(w),

où
a(v, w) = α

∫
Ωi
∇v · ∇w + 1

ε

∫
Γr
vw,

et
L(w) =

∫
Ωi
fw + 1

ε

∫
Γr
gw.

Comme ε < 1, on a pour tout w ∈ H1(Ωi),

a(w,w) ≥ α‖∇w‖0,Ωi + ‖w‖0,Γr .

Par ailleurs, l’inégalité de Poincaré-Friedrichs du théorème A.1 nous dit qu’il existe une
constante C dépendante de Ωi telle que

‖∇w‖0,Ωi + ‖w‖0,Γr ≥ C‖w‖1,Ωi .

D’où la coercivité de a.

Par inégalités de Cauchy-Schwarz et de trace, on obtient la continuité de L : pour tout
w ∈ H1(Ωi),

L(w) ≤ C
(
‖f‖0,Ωi + 1

ε
‖g‖0,Ωi

)
‖w‖1,Ωi .

Le théorème de Lax-Milgram nous donne alors l’existence et l’unicité d’une solution à (1.2)
et l’inégalité de coercivité nous permet d’écrire

‖v‖1,Ωi ≤ C
(
‖f‖0,Ωi) + 1

ε
‖g‖0,Γr

)
.

Remarque : L’estimation du théorème 1.1 peut en fait être améliorée de la façon suivante :

‖v‖Hs(Ωi) ≤ C
(
‖f‖L2(Ωi) + ‖g‖L2(Γr)

)
,

pour s ∈
[
1, 3

2

[
; on pourra se reporter — pour plus de détails — au lemme 2.1 de [11] par

exemple. Ceci nous permet également de justifier les estimations en norme L∞ à venir.

1.1.2 Premiers termes du développement

Pour commencer, injectons l’expression vε =
∑
n≥0

εnvn dans (1.1). Nous la considérons

comme une série formelle et ne nous intéressons donc pas à sa convergence. On obtient, pour
tout n ∈ N,



−α∆vn = δn0 fi dans Ωi,

∂νv
n = 0 sur Γn,

vn = −α∂νvn−1 sur Γr,
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1.1. PROBLÈME AVEC CONDITION D’IMPÉDANCE DE TYPE ROBIN

avec la convention ∂νv−1 = 0.

Première approche :

Rang 0 : v0 doit être solution de 

−α∆v0 = fi dans Ωi,

∂νv
0 = 0 sur Γn,

v0 = 0 sur Γr.

(1.3)

Définition 1.1. On note χk une fonction de troncature, C∞ ; ne dépendant que de r
sur R×R+ (donc radiale) et que de x sur R+× [−1, 0] ; valant k pour r < r0 ou x ≤ r0
(près de l’origine) et 1−k pour r > r1 ou ou x ≥ r1 (loin de l’origine) avec 0 < r0 < r1.

Nous utiliserons cette notation par la suite sous les formes χ0 et χ1.

Supposons fi ∈ Hm(Ωi) avec m ≥ 0 aussi grand que l’on veut, alors on sait par la
théorie sur les problèmes à coin (voir [20] ou [28]) qu’il existe une unique solution à ce
problème de la forme

v0 = v0
reg + χ1(r)

m∑
j=0

c0
js
j(r, θ) = v0

reg + χ1(r)
m∑
j=0

c0
jε

1
2 +jsj

(
r

ε
, θ

)
, (1.4)

où v0
reg ∈ Hm+2(Ωi), c0

j ∈ R et sj est défini par

sj(r, θ) = rj+
1
2 sin

((
j + 1

2

)
θ

)
.

Remarque : sj appartient à Hj+1(Ωi) mais pas à Hj+2(Ωi).

Rang 1 : Cette fois-ci v1 doit être solution de

−α∆v1 = 0 dans Ωi,

∂νv
1 = 0 sur Γn,

v1 = −α∂νv0 sur Γr.

Pour savoir s’il existe une solution à ce problème, il faut regarder la régularité de ∂νv0.
Le terme limitant la régularité de v0 dans sa décomposition est s0 qui n’est que dans
H1(Ωi) (en fait un peu mieux mais sans aller jusqu’à H2), c’est donc sur lui qu’il faut se
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CHAPITRE 1. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

concentrer. Plus précisément, ∂ν = r−1∂θ sur Γr, il faut donc déterminer la régularité de

r−1∂θs
0(r, θ) = 1

2
√
r

cos
(
θ

2

)
.

Une évaluation directe nous affirme que cette fonction n’est pas dans L2(Γr) et donc
pas dans H

1
2 (Γr). Ce défaut de régularité interrompt cette première méthode et nous

oblige à en envisager une autre contournant ce problème. C’est l’objet de la deuxième
approche.

Deuxième approche :

Cette approche nécessite l’utilisation des profils pjr . Ces derniers sont étudiés au chapitre 4,
on en rappellera néanmoins l’essentiel dans le paragraphe suivant.

Profils du problème d’impédance

Les profils pjr du problème d’impédance avec condition de type Robin sont les solutions
du problème 

α∆pjr = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
r = 0 sur Γ∞n ,

pjr + α∂νp
j
r = 0 sur Γ∞r ,

pjr ∼ sj lorsque r → +∞,

où Ω∞i = R× R∗+ et Γ∞n = Γ1,∞
n et Γ∞r sont définis comme sur la figure 1.2.

Figure 1.2 – Domaine des profils du problème avec condition d’impédance de type Robin

Pour cette partie, c’est leur comportement à l’infini qui nous intéressera principalement.
Celui-ci est connu du fait qu’ils admettent une décomposition sous la forme suivante :

pjr = sj + χ0(r)
N∑
n=1

pj,nr + P j,Nr ,
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où sj , pj,nr et χ0P
j,N appartiennent à

Sλ(Ω∞i ) =
{
w : w(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

avec N ≥ j + 1, L ∈ N et, respectivement, λ = 1
2 + j, λ = 1

2 + j − n et λ = 1
2 + j −N + 1.

Pour plus de détails sur les pj,nr et P j,Nr , on se reportera au chapitre 4 section 4.1 où ils
sont définis comme étant les solutions des problèmes (4.5), (4.6) et (4.11) et étudiés précisé-
ment.

Nous utiliserons en particulier le fait que

p0
r = s0 + χ0

(
p0(1)

r + c0(1)s−1
)

︸ ︷︷ ︸
=p0,1

r

+χ0OL2(Ω∞i )
(
r−

3
2 log r

)
, (1.5)

avec c0(1) ∈ R et

p0(1)
r = α

1
2π

1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

Développement

Rang 0 : On remplace les singularités sj dans (1.4) par les profils pj pour obtenir

ṽ0 = v0
reg + χ1(r)

m∑
j=0

c0
jε

1
2 +jpjr

(
r

ε
, θ

)
= v0 + p0

ε

avec pkε = χ1(r)
m−k∑
j=0

ckj ε
1
2 +j

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)
.

On définit alors le reste comme étant r0
ε = vε − ṽ0, lequel vérifie

−α∆r0
ε = α∆p0

ε dans Ωi,

∂νr
0
ε = 0 sur Γn,

r0
ε + εα∂νr

0
ε = −εα∂νv0

reg sur Γr.

(1.6)

En effet, sur Γr, on a

ε∂νp
j
r

(
r

ε
, θ

)
= −ε∂ypjr

(
x

ε
,
y

ε

)
= ∂Y p

j
r(X,Y ).

Or pjr + α∂Y p
j
r = 0 sur Γ∞r . On en déduit que (I +εα∂ν)pj

(
r

ε
, θ

)
= 0.
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Lemme 1.1. Soit k ∈ N, ∆pkε est à support dans la couronne [r0, r1] et, pour tout
N ∈ N, s’exprime sous la forme

∆pkε =
m−k∑
j=0

N∑
n=1

εnckjϕ
j,n(r, θ)[log ε] +OL2(Ωi)(ε

N+1[log ε]),

où ϕj,n[log ε] désigne un polynôme en log ε à coefficients C∞, à support dans la couronne
[r0, r1].

Démonstration. On a

∆pkε =
m−k∑
j=0

ckj ε
1
2 +j∆

[
χ1(r)

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)]
.

Il suffit donc de se concentrer dans un premier temps sur le laplacien du second membre
de l’égalité ci-dessus. Ayant (puisque pjr et sj sont harmoniques)

∆
[
χ1(r)

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)]
=
(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)
∆χ1(r) + 2∇

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)
· ∇χ1(r),

il est clair que ∆pjε est à support dans la couronne [r0, r1].

On a, pour N ≥ j + 1,

pjr(r, θ) = sj(r, θ) + χ0

N∑
n=1

pj,nr (r, θ) + P j,Nr (r, θ),

où pj,nr ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞i ) et P j,Nr ∈ S

1
2 +j−(N+1)(Ω∞i ).

Ainsi,

∇(pjr − sj) = ∇χ0

N∑
n=1

pj,nr + χ0

N∑
n=1
∇pj,nr +∇P j,Nr .

Par ailleurs, en notant µn = 1
2 + j − n, on a

pj,nr

(
r

ε
, θ

)
= ε−µngµn1 [log ε](r, θ),

et

∇pj,nr

(
r

ε
, θ

)
= ε−µn+1gµn2 [log ε](r, θ),

où gµn1 [log ε] et gµn2 [log ε] désignent des polynômes en log ε ; ces derniers sont issus de
la structure des pj,nr , laquelle assure aussi qu’ils sont bien C∞ dans la couronne [r0, r1].
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On en déduit donc que

∆
[
χ1(r)

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)]
= [∆χ1(r)]

N∑
n=1

pj,nr

(
r

ε
, θ

)
+
[
2∇χ1(r)∇χ0

(
r

ε

)]
︸ ︷︷ ︸

=χε

N∑
n=1

pj,nr

(
r

ε
, θ

)

+
[
2χ0

(
r

ε

)
∇χ1(r)

]
︸ ︷︷ ︸

=χ̃ε

N∑
n=1
∇pj,nr

(
r

ε
, θ

)

+∆χ1P
j,N
r

(
r

ε
, θ

)
+ 2∇χ1∇P j,Nr

(
r

ε
, θ

)
︸ ︷︷ ︸

=Gj,N (ε)

=
[
[∆χ1(r)]χ0

(
r

ε

)
+ χε

] N∑
n=1

ε−µngµn1 [log ε]

+χ̃ε
N+1∑
n=2

ε−µng
µn−1
2 [log ε] +Gj,N (ε)

=
N∑
n=1

ε−µnϕ̃j,n[log ε] + ψj,N (ε),

où
ϕ̃j,n[log ε] =

[
[∆χ1(r)]χ0

(
r

ε

)
+ χε

]
gµn1 [log ε] + (1− δn1 )χ̃εgµn−1

2 [log ε],

où δn1 désigne le symbole de Kronecker — et

ψj,N (ε) = χ̃εε
−µN+1gµN2 [log ε] +Gj,N (ε).

En multipliant par ε
1
2 +j , on obtient alors

ε
1
2 +j∆

[
χ1(r)

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)]
=

N∑
n=1

εnϕ̃j,n[log ε] + ε
1
2 +jψj,N (ε).

La formule donnant ψj,N (ε) et l’appartenance de P j,Nr à S
1
2 +j−(N+1)(Ωi) nous per-

mettent de voir que ε
1
2 +jψj,N (ε) = OL2(Ωi)(εN+1[log ε].

On déduit de ce lemme que, pour N = 1, ∆p0
ε = ε

m∑
j=0

c0
jϕ

j,1[log ε] +OL2(Ωi)(ε
2[log ε])

et donc, par l’estimation du théorème 1.1, que

‖r0
ε‖1,Ωi ≤ ‖∂νv0

reg‖0,Γr + ε
m∑
j=0
|c0
j |‖ϕj,1‖0,Ωi [log ε] +OL2(Ωi)(ε

2[log ε]).
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On verra plus tard que les estimations sur les restes au rang 1 permettent en fait
de montrer que l’on a

‖r0
ε‖1,Ωi ≤ Cε[log ε].

Rang 1 : Dans (1.6), le second membre admet des contributions de deux origines : la partie
régulière de v0 et les profils. Ces deux origines invitent à poser deux problèmes afin de
différencier les contributions à l’œuvre. On pose v1

ϕ[log ε] (qui représentera la contribu-
tion des profils) et v1

r (qui représentera la contribution de la partie régulière de v0) les
solutions des systèmes suivants :



−∆v1
ϕ[log ε] =

m∑
j=0

c0
jϕ

j,1[log ε] dans Ωi,

∂νv
1
ϕ[log ε] = 0 sur Γn,

v1
ϕ[log ε] = 0 sur Γr,

(1.7)



−∆v1
r = 0 dans Ωi,

∂νv
1
r = 0 sur Γn,

v1
r = −α∂νv0

reg sur Γr.

(1.8)

Comme v0
reg ∈ Hm+2(Ωi) on a ∂νv

0
reg ∈ Hm+ 1

2 (Γr). Par ailleurs, les autres seconds
membres sont clairement C∞. Cela justifie l’existence et l’unicité d’une solution à cha-
cun des problèmes ci-dessus avec, de plus, une décomposition en parties régulière et
singulière. On peut alors construire v1 comme étant

v1 = v1
ϕ[log ε] + v1

r ,

solution de 

−∆v1 =
m∑
j=0

c0
jϕ

j,1[log ε] dans Ωi,

∂νv
1 = 0 sur Γn,

v1 = −α∂νv0
reg sur Γr.

(1.9)

On peut aussi écrire

v1 = v1
reg + χ1(r)

m−1∑
j=0

c1
j [log ε]ε

1
2 +jsj

(
r

ε
, θ

)
,

où v1
reg ∈ Hm+1(Ωi) et c1[log ε] est un polynôme de degré inférieur ou égal à 1 en log ε.

On constate ici que la partie régulière a perdu un cran de régularité et qu’une singula-
rité a disparu.
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Arrêtons-nous un instant afin d’expliquer le but de tout ceci. Si l’on regarde le pro-
blème vérifié par u1 dans la première approche, on peut voir que l’on était bloqué à
cause de la régularité du terme ∂νv0 sur Γr. Dans le problème ci-dessus, nous n’avons
plus ce bloquage du fait que ∂νv0 est remplacé par ∂νv0

reg qui est bien dans H
1
2 (Γr).

En contre-partie, un second membre est apparu sur Ωi à cause du remplacement de la
singularité par le profil au rang 0. Ce second membre, nous l’avons vu, est assez régulier
pour continuer le développement asymptotique. Notons cependant l’introduction des
log ε dans ce dernier. Il s’agit maintenant de réitérer le principe.

Comme au rang 0, on pose

ṽ1 = v1
reg + χ1(r)

m−1∑
j=0

c1
j [log ε]ε

1
2 +jpjr

(
r

ε
, θ

)
= v1 + p1

ε ,

où p1
ε = χ1(r)

m−1∑
j=0

c1
j [log ε]ε

1
2 +j

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)
et

r1
ε = vε − ṽ0 − εṽ1 = r0

ε − εṽ1.

Ce dernier vérifie

−α∆r1
ε = εα∆p1

ε +OL2(Ωi)(ε2) dans Ωi,

∂νr
1
ε = 0 sur Γn,

r1
ε + εα∂νr

1
ε = −ε2α∂νv1

reg sur Γr.

En effet, sur Ωi — au vu des problèmes (1.6) et (1.9) vérifiés par r0
ε et v1 et du lemme

1.1, on a
∆r0

ε = ε∆v1 +OL2(Ωi)(ε
2[log ε]),

donc

∆r1
ε = ∆r0

ε − ε∆ṽ1 = ∆r0
ε − ε∆v1 − ε∆p1

ε = −ε∆p1
ε +OL2(Ωi)(ε

2[log ε]);

et sur Γ∞r , comme pjr − α∂Y pjr = 0, on en déduit que

r1
ε + εα∂νr

1
ε = r0

ε + εα∂νr
0
ε︸ ︷︷ ︸

=−εα∂νv0
reg

−ε

 v1
reg︸︷︷︸

=−α∂νv0
reg

+εα∂νv1
reg

 = −ε2α∂νv1
reg.

Réutilisant le résultat énoncé au rang 0 sur ∆pjε , et grâce l’estimation du théorème 1.1,
on aboutit à

‖r1
ε‖1,Ωi ≤ C

ε‖∂νv1
reg‖0,Γr + ε2

m−1∑
j=0
|c1
j |‖ϕj,1‖0,Ωi [log ε] +OL2(Ωi)(ε

2[log ε]) +OL2(Ωi)(ε
3[log ε])

 .

De la même façon que pour le rang 0, on verra que l’on peut en fait avoir

‖r1
ε‖1,Ωi ≤ Cε2[log ε].
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On a donc, au rang 1 du développement asymptotique,

vε = v0
reg + c0χ1(r)

√
εp0

r

(
r

ε
, θ

)
+ εv1[log ε] + r1

ε , (1.10)

ou encore

vε = v0
reg + c0χ1(r)

√
εp0

r

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

ϕ[log ε] + εv1
r +OH1(Ωi)(ε

2[log ε]). (1.11)

1.1.3 Développement à l’ordre n

Théorème 1.2. Soit m ∈ N∗. La solution du problème (1.1) pour fi ∈ Hm(Ωi) admet pour
développement asymptotique à l’ordre n ∈ {1, ...,m} :

vε =
n∑
k=0

εkvk[log ε] +
n−1∑
k=0

εk+ 1
2 ck[log ε]χ1(r)

(
pkr − sk

)(r
ε
, θ

)
+ rnε , (1.12)

où :
— pour k ∈ {0, ..., n}, vk[log ε] est un polynôme en log ε de degré inférieur ou égal à k

solution de 

−∆vk[log ε] = fk[log ε] dans Ωi,

∂νv
k[log ε] = 0 sur Γn,

vk[log ε] = −α∂νvk−1
reg [log ε] sur Γr,

(1.13)

avec la convention ∂νv−1
reg = 0 et

fk[log ε] =


fi si k = 0,

m−(k−1)∑
j=0

ck−1
j ϕj,k[log ε] sinon,

où les ϕj,k[log ε] proviennent du lemme 1.1 appliqué avec N = m ; de plus, vkreg[log ε] ∈
Hm+2−k(Ωi) ;

— ck[log ε] désigne un polynôme en log ε de degré inférieur ou égal à k dont les coef-
ficients sont des combinaisons linéaires des coefficients de singularité c0

j , ..., c
n−k−1
j ,

j ∈ {0, ...,m−k}, issus des décompositions en parties régulière-singulière des fonctions
v0, ..., vn−k−1 ;

— le reste rnε vérifie le problème

−α∆rnε = αεn∆pnε +OL2(Ωi)(εn+1[log ε]) dans Ωi,

∂νr
n
ε = 0 sur Γn,

rnε + εα∂νr
n
ε = −εn+1α∂νv

n
reg[log ε] sur Γr;

(1.14)
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et on a l’estimation, pour n ∈ {1, . . . ,m− 1} (m > 2),

‖rnε ‖1,Ωi = O
(
εn+1[log ε]

)
. (1.15)

Démonstration. On procède par récurrence sur n ∈ {1, ...,m}.

L’ordre 1 a été traité précédemment. Supposons n > 1 et le développement vrai au rang
n − 1. Commençons par construire vn[log ε] à l’aide du problème (1.13). Pour cela, il suffit
de s’assurer que le second membre de (1.13) est bien défini pour k = n et admet bien la
régularité nécessaire.

Pour tout j, k ∈ {0, ...,m}, les ϕj,k sont construits indépendamment de la récurrence à
l’aide des profils pjr , des singularités sj , de la fonction de troncature χ1 et du lemme 1.1 ; ils
sont C∞ à support compact dans Ωi.

Par hypothèse, le terme vn−1[log ε] est construit et admet la décomposition en partie
régulière-singulière suivante :

vn−1[log ε] = vn−1
reg [log ε] +

m−(n−1)∑
j=0

cn−1
j [log ε]χ1(r)sj(r, θ),

avec vn−1
reg [log ε] ∈ Hm+2−(n−1)(Ωi). Les coefficients cn−1

j [log ε] nécessaires au second membre
de la condition sur Ωi du problème (1.13) sont donc obtenus à l’aide de cette décomposition.
Le second membre sur Ωi de (1.13) est donc entièrement défini et suffisamment régulier.

Par ailleurs, puisque vn−1
reg [log ε] ∈ Hm−n+3(Ωi), ∂νvn−1

reg [log ε] ∈ Hm−n+ 3
2 (Ωi). Comme

n ≤ m, ∂νvn−1
reg [log ε] est suffisamment régulier, i.e. au moins dans L2(Γr).

On peut donc définir vn[log ε] comme étant la solution du problème (1.13) pour k = n ; il
admet la décomposition en partie régulière singulière suivante :

vn[log ε] = vnreg[log ε] +
m−n∑
j=0

cnj [log ε]χ1(r)sj(r, θ),

avec vnreg[log ε] ∈ Hm+2−n(Ωi).

Nous pouvons alors redéfinir le coefficient ck[log ε] — pour k ∈ {0, . . . ,m− n} –– comme
combinaison linéaire du précédent coefficient ck[log ε] donné par l’hypothèse de récurrence
et du coefficient cnk obtenu par la décomposition en partie régulière-singulière de vn[log ε]
ci-dessus. Pour k ∈ {m− n, . . . ,m}, le coefficient ck[log ε] reste inchangé.

Ainsi, nous pouvons définir le reste d’ordre n à l’aide de la formule (1.12) comme étant :

rnε = vε −
[
n∑
k=0

εkvk[log ε] +
n−1∑
k=0

εk+ 1
2 ck[log ε]χ1(r)

(
pkr − sk

)(r
ε
, θ

)]
;

ou encore
rnε = rn−1

ε − εnṽn[log ε],

où

ṽn[log ε] = vnreg[log ε] +
m−n∑
j=0

ε
1
2 +jcnj [log ε]χ1(r)pjr

(
r

ε
, θ

)
= vn[log ε] + pnε ,
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avec pnε =
m−n∑
j=0

cnj [log ε]χ1(r)ε
1
2 +j

(
pjr − sj

)(r
ε
, θ

)
.

Le reste rnε vérifie alors

−α∆rnε = −αεn∆pnε +OL2(Ωi)(εn+1[log ε]) dans Ωi,

∂νr
n
ε = 0 sur Γn,

rnε + εα∂νr
n
ε = −εn+1α∂νv

n
reg[log ε] sur Γr.

En effet, de la même façon qu’au rang 1 on observe que,
sur Ωi : au vu des problèmes (1.13) (pour k = n) et (1.14) (avec n − 1 à la place de n)

vérifiés par vn[log ε] et rn−1
ε ,

∆rnε = ∆rn−1
ε − εn∆vn[log ε]− εn∆pnε = −εn∆pnε +OL2(Ωi)(ε

n+1[log ε]);

sur Γr : comme pj − α∂Y pj = 0 sur Γ∞r , on en déduit que

rnε + εα∂νr
n
ε = rn−1

ε + εα∂νr
n−1
ε︸ ︷︷ ︸

=−εα∂νvn−1
reg [log ε]

−ε

 vnreg[log ε]︸ ︷︷ ︸
=−α∂νvn−1

reg [log ε]

+εα∂νvnreg[log ε]


= −εn+1α∂νv

n
reg[log ε].

L’estimation du théorème 1.2 et le lemme 1.1 nous donnent alors

‖rnε ‖1,Ωi ≤ C

εn‖∂νvnreg[log ε]‖0,Γr + εn+1
m−n∑
j=0
|cnj |‖ϕj,n‖0,Ωi [log ε]


+OL2(Ωi)(εn+1[log ε]) +OL2(Ωi)(εn+2[log ε])

= OH1(Ωi)(εn[log ε]).

Reste à voir comment on obtient l’estimation (1.15). Supposons que nous avons construit
le développement jusqu’à l’ordre n+1 et donc rn+1

ε avec l’estimation rn+1
ε = OH1(Ωi)(εn+1[log ε]).

On peut alors écrire
rnε = rn+1

ε + εn+1ṽn+1,

où

ṽn+1[log ε] = vn+1
reg [log ε] +

m−(n+1)∑
j=0

cn+1
j [log ε]χ1(r)pjr

(
r

ε
, θ

)
.

On a ‖vn+1
reg [log ε]‖1,Ωi ' [log ε] et ε

1
2 +j

∥∥∥∥pjr (rε , θ
)∥∥∥∥

1,Ωi

' [log ε] en vertu du comportement

à l’infini des profils. On en déduit que

‖rnε = ‖1,Ωi ' εn+1[log ε].
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Remarque : le même développement asymptotique est valable si α dans la condition sur
Γr de (1.1) est remplacé par une fonction α• : Γr → R+. Ceci provient de la remarque en
fin de section 4.1.6 (page 147) qui nous dit que les profils ayant α• sur Γr admettent un
développement à l’infini similaire à ceux ayant α.

1.2 Problème de transmission avec couche mince

Effectuons et étudions maintenant le développement asymptotique de la solution uε du
problème de transmission : 

−α∆uεi = fi dans Ωi,

∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr

∂νu
ε = 0 sur Γn,

uεe = 0 sur Γεd,

(1.16)

où le domaine Ωε =
◦

Ωi ∪ Ωε
e est défini sur la figure 1.3, Γn = Γ1

n ∪ Γ2,ε
n ∪ Γ3,ε

n ∪ Γcn et ∂νuεi
et ∂νuεe désignent les dérivées normales de uε extérieures à Ωi et Ωε

e — autrement dit, nous
avons ∂νuεi = −∂yuεi et ∂νuεe = ∂yu

ε
e.

Figure 1.3 – Domaine du problème de transmission
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CHAPITRE 1. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Le schéma est le même que pour le problème d’impédance. Nous commencerons par
étudier l’existence et l’unicité des solutions aux problèmes de la forme de (1.16). Puis nous
construirons les premiers termes du développement avant d’en donner la structure générale.

1.2.1 Existence et unicité des solutions au problème

On s’intéresse ici — pour ε > 0 fixé — aux problèmes de la forme :

−α∆ui = fi dans Ωi,

∆ue = fe dans Ωε
e,

ui = uεe sur Γr,

α∂νui = −∂νue + g sur Γr,

∂νu = 0 sur Γn,

ue = 0 sur Γεd.

(1.17)

Théorème 1.3. On définit V par

V = {w ∈ H1(Ωε) : w|Γεd = 0}.

Soient fi ∈ L2(Ωi), fe ∈ L2(Ωε
e), g ∈ L2(Γr) et α ∈ R∗+. Alors le problème (1.17) admet

une unique solution u ∈ V qui vérifie

‖u‖H1(Ωε) ≤ C
(
‖fi‖L2(Ωi) + ‖fe‖L2(Ωεe) + ‖g‖L2(Γr)

)
,

où C > 0 est une constante indépendante de ε.

Démonstration. La formulation variationnelle associée à (1.17) est, pour tout w ∈ H1(Ωε),

a(u,w) = L(w),

où
a(u,w) = α

∫
Ωi
∇u · ∇w +

∫
Ωεe
∇u · ∇w

et
L(w) =

∫
Ωi
fiw +

∫
Ωεe
few +

∫
Γr
gw.

L’inégalité de Poincaré assure que a est coercive avec une constante de coercivité qui
peut être majorée indépendamment de ε. Par ailleurs, par inégalités de Cauchy-Schwartz et
de trace, on obtient la continuité de L : pour tout w ∈ H1(Ωε),

L(w) ≤ C
(
‖fi‖L2(Ωi) + ‖fe‖L2(Ωεe) + ‖g‖L2(Γr)

)
‖w‖H1(Ωε).

Le théorème de Lax-Milgram fournit alors l’existence et l’unicité d’une solution à (1.17) et
l’inégalité de coercivité nous donne que

‖u‖H1(Ωε) ≤ C
(
‖fi‖L2(Ωi) + ‖fe‖L2(Ωεe) + ‖g‖L2(Γr)

)
.
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1.2. PROBLÈME DE TRANSMISSION AVEC COUCHE MINCE

1.2.2 Premiers termes du développement

On note U εe (x, Y ) = uεe(x, y) et Fe(x, Y ) = fe(x, y) avec Y = ε−1y, la couche mince
d’épaisseur ε est alors transformée en une couche d’épaisseur fixe égale à 1 – notons ici qu’il
s’agit d’un choix arbitraire et que nous pourrions fixer l’épaisseur de la nouvelle couche en
toute généralité à ε0, le développement se ferait de façon identique. De la même façon que
pour le problème d’impédance, on injecte les expressions uεi =

∑
n≥0

εnuni , U εe =
∑
n≥0

εnUne et

Fe =
∑
n∈N

εnFne (si Fe se décompose en fonction de ε) dans (1.16). On a alors cette fois-ci un

découplage intérieur-extérieur (avec, à nouveau, les conventions U le = 0 et uli = 0 si l < 0) :



∂2
Y U

n
e = −∂2

xU
n−2
e − Fn−2

e dans Ω1
e ,

∂Y U
n
e = −α∂νun−1

i sur Γr,

Une = 0 sur Γ1
d,

(1.18)



−α∆uni = δn0 fi dans Ωi,

∂νu
n
i = 0 sur Γ1

n ∪ Γcn,

uni = Une sur Γr.

(1.19)

On remarque que les conditions de bords ∂νUne = 0 sur Γ2
n ∪Γ3

n du problème (1.16) n’ap-
paraissent pas dans les équations ci-dessus, on verra en fait qu’elles sont automatiquement
vérifiées par la suite.

Le même manque de régularité sur les seconds membres que pour le problème d’impé-
dance empêche ici aussi la première approche développée plus haut. Forts de cette expérience,
nous allons directement contourner ce problème en appliquant la méthode de remplacement
des singularités par les profils. Nous allons utiliser les profils de transmission qj (étudiés au
chapitre 4) dont nous donnons un résumé ci-dessous.

Profils du problème de transmission

Les profils qj du problème de transmission sont les solutions du problème



α∆qji = 0 dans Ω∞i ,

∆qje = 0 dans Ω∞e ,

qji = qje sur Γ∞r ,

α∂νq
j
i = −∂νqje sur Γ∞r ,

∂νq
j = 0 sur Γ∞n ,

qje = 0 sur Γ∞d ,

qj = sj0 + o
(
r

1
2 +j−1

)
lorsque r → +∞,
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où Ω∞i = R×R∗+, Ω∞e = R∗+×]− 1, 0[ et Γ∞n = Γ1,∞
n ∪Γ2,1

n , Γ∞d et Γ∞r sont définis comme
sur le figure 4.8 et sj0 est le prolongement continu par 0 de sj à Ω∞e .

Figure 1.4 – Domaine des profils du problème de transmission

À l’instar des profils du problème d’impédance, les profils du problème de transmission
admettent une décomposition sous la forme suivante :

qj = sj0 + χ0

N∑
n=1

qj,n +Qj,N

où qj,n et Qj,N appartiennent à

Sλ(Ω∞) =
{
w : wi ∈ Sλ(Ω∞i ), we ∈ Sλ(Ω∞e ) et wi = we sur Γ∞r

}
où

Sλ(Ω∞i ) =
{
w : w(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

et

Sλ(Ω∞e ) =
{
w : w(x, y) = xλ

L∑
l=0

logl xψl(y), ψl ∈ C∞([−1, 0])
}
,

avec N ≥ j + 1 et, respectivement, λ = 1
2 + j, λ = 1

2 + j − n et λ = 1
2 + j −N + 1.

Pour plus de détails sur qj,n et Qj,N , on pourra se reporter au chapitre 4 section 4.2 où
ils sont définis et étudiés comme étant solutions des problèmes (4.20), (4.21) et (4.22).

En particulier, nous utiliserons

q0 = s0
0 + χ0

(
q0(1) + d0(1)s−1

0

)
+ χ0OL2(Ω∞)

(
r−

3
2 log r

)
, (1.20)

avec d0(1) ∈ R et

q0(1) =


α

1
2π

1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
sur Ω∞i ,

α
y + 1
2
√
x

sur Ω∞e .
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On remarquera notamment que q0(1)
i = p0(1), ce qui vient du fait qu’ils sont solutions des

mêmes problèmes.

Remarque : si au début du développement asymptotique la couche mince n’est plus di-
latée en une couche d’épaisseur 1 mais ε0, alors l’épaisseur de la couche Ω∞e des profils est
aussi ε0 et les résultats énoncés ci-dessus sont encore valables.

Développement

Rang 0 : Le problème extérieur admet clairement 0 pour solution. Le problème intérieur
est alors celui de l’impédance au rang 0 et a déjà été résolu. On pose alors

ũ0 = u0
reg + χ1

m∑
j=0

c0
jε

1
2 +j

[
qji

(
r

ε
, θ

)
+ qje

(
x

ε
,
y

ε

)]
= u0 + q0

ε ,

avec u0
e,reg = 0 et q0

ε = χ1

m∑
j=0

c0
jε

1
2 +j

[(
qji − s

j
)(r

ε
, θ

)
+ qje

(
x

ε
,
y

ε

)]
et où χ1 est défini

dans la définition 1.1.
Notons ici que la dilatation par ε du profil extérieur qje se fait dans les deux directions
x et y ; cela permet d’une part, de capter le comportement à l’infini du profil dans la
couche — d’autre part, de se ramener à couche d’épaisseur 1.

On note r0
ε = uε − ũ0 ; ce dernier vérifie

−α∆r0
ε,i = α∆q0

ε,i dans Ωi,

−∆r0
ε,e = ∆q0

ε,e dans Ωε
e,

r0
ε,i = r0

ε,e sur Γr,

α∂νr
0
ε,i = −∂νr0

ε,e − α∂νu0
reg,i sur Γr,

∂νr
0
ε = 0 sur Γn,

r0
ε,e = 0 sur Γεd.

(1.21)

Le fait que ∂νr0
ε soit nulle sur Γ3,1

n ∪Γcn est dû à la troncature. Le lemme 1.1 admet un
homologue dans le cas de la transmission nous donnant la décomposition de ∆qkε ; la
démonstration en étant quasiment identique, nous ne la reproduirons pas.

Lemme 1.2. Soit k ∈ N, ∆qkε est à support dans la couronne [r0, r1] et, pour tout
N ∈ N, s’exprime sous la forme

∆qkε =
m−k∑
j=0

N∑
n=1

εnckjϕ
j,n(r, θ)[log ε] +OL2(Ωε)(εN+1[log ε]),

où ϕj,n[log ε] désigne un polynôme en log ε à coefficients C∞, plats en 0, ce qui signifie
que toutes ses dérivées s’annulent en 0.
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On déduit de l’estimation du théorème 1.3 que ‖r0
ε‖1,Ωε ≤ α‖∂νu0

reg,i‖0,Γr+OL2(Ω1)(ε[log ε]).
On verra au rang 1 que ce résultat peut être amélioré.

Rang 1 : Comme pour le problème d’impédance, le second membre de (1.21) admet deux
origines : la partie régulière de ui et le profil q0. Une nouvelle fois, afin de bien diffé-
rencier ces contributions, nous allons considérer deux problèmes. Cependant, contrai-
rement au développement du problème d’impédance, nous avons ici en plus un décou-
plage extérieur-intérieur. Le rang 0 donne donc naissance à deux problèmes extérieurs
au rang 1 lesquels donneront naissance à leur tour à un problème intérieur chacun,
donc deux problèmes intérieurs en tout.

Posons U1
ϕ,e et U1

r,e les solutions des problèmes suivants :



∂2
Y U

1
ϕ,e = 0 dans Ω1

e ,

∂νU
1
ϕ,e = 0 sur Γr,

U1
ϕ,e = 0 sur Γ1

d,

(1.22)



∂2
Y U

1
r,e = 0 dans Ω1

e ,

∂Y U
1
r,e = −α∂νu0

reg,i sur Γr,

U1
r,e = 0 sur Γ1

d.
(1.23)

Le fait que le second membre de (1.22) soit nul provient du fait que, dans la définition
du problème (1.18), le second membre sur Ω1

e ne fait intervenir que des termes d’ordre
n− 2 ; ce n’est qu’au rang 2 que l’on verra apparaître le rattrapage des profils avec un

terme du type ∂2
Y U

2
ϕ,e =

m∑
j=0

ϕj,1e [log ε].

Remarquons qu’au rang 0, il était clair que les conditions sur les dérivées normales de
U0

e sur Γ2
n et Γ3

n étaient vérifiées puisque celui-ci est nul. Si cela est encore clair pour
U1
ϕ,e, il faut ici s’en assurer pour U1

r,e ; c’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 1.3. On a ∂νU1
r,e = 0 sur Γ2

n et Γ3
n.

Démonstration. Comme U1
r,e = −α∂νu0

reg,i(y+1), il suffit de voir que ∂x∂yu0
reg,i(x, 0) =

0 en x = 0 et x = R. Pour f assez régulière, on aura u0
reg,i dans H4(Ωi) et donc – par

injection de Sobolev – dans C2(Ωi). On aura alors u0
reg,i ∈ C2(Ωi) et ∂βu0

reg,i bornée et
uniformément continue sur Ωi pour β = (β1, β2) avec 0 ≤ β1 + β2 ≤ 2.

Pour Γ3
n, on en déduit que ∂x∂yu0

reg,i(R, 0) = ∂y∂xu
0
reg,i(R, 0). Comme ∂νu0

i = 0 sur Γcn,
on en déduit que ∂νu0

reg,i = 0 puisque la fonction de troncature χ1 est plate et nulle
loin de 0. Donc on a bien ∂τ∂νu0

reg,i = 0 sur Γcn, donc ∂y∂xu0
reg,i(R, 0) = 0, ce qu’il nous

fallait.

Concernant Γ2
n, la condition sur les dérivées normales de s0 et u0 ainsi que les re-

marques précédentes sur la régularité de u0
reg,i donnent que ∂νu0

reg,i(0, 0) = 0 donc
∂x∂yu

0
reg,i(0, 0) = 0.
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Remarque : on peut voir dans cette démonstration la nécessité de tronquer les profils.
Une première approche avait été considérée où ceux-ci ne l’étaient pas, autrement dit,
ũ0 s’écrivait de la façon suivante :

ũ0 = u0
reg +

m∑
j=0

c0
jε

1
2 +j

[
qji

(
r

ε
, θ

)
+ qje

(
x

ε
,
y

ε

)]
.

Si les les profils n’étaient pas tronqués, il faudrait prendre en compte leur dérivée nor-
male sur Γ3

n dans la démonstration précédente. Or rien ne nous garantit que celle-ci est
nulle ; ceci amenait à une sur-détermination du problème induisant des incompatibilités.
Nous sommes donc obligés de tronqués les profils du problème de transmission et donc
ceux d’impédance si l’on veut pouvoir comparer les développements asymptotiques.
La non présence des fonctions de troncatures avait pour effet la simplification des déve-
loppements asymptotiques (le lemme 1.1 était par exemple) et les rendait plus lisibles.

On pose maintenant, comme pour l’impédance, u1
i,ϕ[log ε] et u1

i,r les solutions de

−α∆u1
ϕ,i[log ε] =

m∑
j=0

c0
jϕ

j,1
i [log ε] dans Ωi,

∂νu
1
ϕ,i[log ε] = 0 sur Γ1

n ∪ Γcn,

u1
ϕ,i[log ε] = U1

ϕ,e sur Γr

(1.24)

et 

−α∆u1
r,i = 0 dans Ωi,

∂νu
1
r,i = 0 sur Γ1

n ∪ Γcn,

u1
r,i = U1

r,e sur Γr.

(1.25)

Enfin, notons U1
e = U1

ϕ,e + U1
r,e et u1

i = u1
ϕ,i[log ε] + u1

r,i. Afin de sommer ces deux der-
niers, on effectue une dilatation de Ω1

e pour retourner sur Ωε
e ; u1

e est alors solution de

∂2
yu

1
e = 0 dans Ωε

e,

∂yu
1
e = −ε−1α∂νu

0
reg,i sur Γr,

u1
e = 0 sur Γε4,

∂νu
1
e = 0 sur Γ2,ε

n ∪ Γ3,ε
n .

(1.26)

Comme pour le problème d’impédance, la régularité des seconds membres des pro-
blèmes ci-dessus nous garantit l’existence et l’unicité de leurs solutions. On remarquera
de plus que u1

e est régulière, i.e. u1
e = u1

e,reg. On peut alors définir u1 par

u1 = u1
reg +

m−1∑
j=0

c1
j [log ε]χ1ε

1
2 +jsj0

(
r

ε
, θ

)
,
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avec u1
reg ∈ Hm−1(Ωε) et on pose

ũ1 = u1
reg +

m−1∑
j=0

c1
j [log ε]χ1ε

1
2 +j

[
qji

(
r

ε
, θ

)
+ qje

(
x

ε
,
y

ε

)]
= u1 + q1

ε ,

avec q1
ε =

m−1∑
j=0

c1
j [log ε]χ1ε

1
2 +j

[(
qji − s

j
)(r

ε
, θ

)
+ qje

(
x

ε
,
y

ε

)]
. On peut alors définir le

reste au rang 1 par r1
ε = uε − ũ0 − εũ1 = r0

ε − εũ1, lequel vérifie

−α∆r1
ε,i = εα∆q1

ε,i +OL2(Ωi)(ε2[log ε]) dans Ωi,

−∆r1
ε,e = ∆q0

ε,e + ε∂2
xu

1
e + ε∆q1

ε,e dans Ωε
e,

r1
ε,i = r1

ε,e sur Γr,

α∂νr
1
ε,i = −∂νr1

ε,e − εα∂νu1
reg,i sur Γr,

∂νr
1
ε = 0 sur Γn,

r1
ε,e = 0 sur Γεd.

En effet, sur Ωi — au vu des problèmes (1.21), (1.24) et (1.25) vérifiés par r0
ε et u1

ϕ,i et
u1

r,i et du lemme 1.2,

∆r1
ε,i = ∆r0

ε,i − ε∆ũ1
i = ∆r0

ε,i − ε∆u1
i − ε∆q1

ε,i = −ε∆q1
ε,i +OL2(Ωi)(ε

2[log ε]);

sur Ωε
e — au vu des problèmes (1.21) et (1.26),

∆r1
ε,e = ∆r0

ε,e − ε∆ũ1
e = ∆r0

ε,e − ε∆u1
e − ε∆q1

ε,e = −∆q0
ε,e − ε∂2

xu
1
e − ε∆q1

ε,e;

et sur Γr,

α∂νr
1
ε,i + ∂νr

1
ε,e = −α∂νu0

reg,i − ε(α∂ν ũ1
i + ∂ν ũ

1
e)

= −α∂νu0
reg,i − ε(α∂νu1

reg,i + ∂νu
1
reg,e︸ ︷︷ ︸

=∂νu1
e

)

= −α∂νu0
reg,i − ε(α∂νu1

reg,i − ε−1α∂νu
0
reg,i)

= −εα∂νu1
reg,i.

On déduit de l’estimation du théorème 1.3 et du lemme 1.2 que

‖r1
ε‖1,Ωε = OL2(Ωε)(ε[log ε]).

Remarque : les estimations a priori sur les restes de rang 0 et 1 sont en fait des
exceptions. En effet, au rang 2, on peut voir que le terme ∆r2

ε,e contiendra encore ε∂2
xu

1
e

qui ne sera éliminé qu’au rang 3 (cf problème (1.18)) ; le reste r2
ε,e s’exprimera donc a

priori comme un OL2(Ωε)(ε[log ε]) et non pas ε2[log ε]. Il en va de même pour les rangs
suivants. Ce n’est qu’une analyse a posteriori qui permettra d’obtenir de meilleures
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estimations ; voyons d’ailleurs comment nous pouvons améliorer celle au rang 0 à partir
du rang 1. On a

r0
ε = r1

ε + εũ1.

Par ailleurs,

ũ1 = u1
reg +

m−1∑
j=0

c1
j (log ε)χ1ε

1
2 +j

[
qji

(
r

ε
, θ

)
+ qje

(
x

ε
,
y

ε

)]
.

En vertu du comportement à l’infini des profils, on a∥∥∥∥qji (rε , θ
)∥∥∥∥

1,Ωi

' ε−( 1
2 +j)[log ε] et

∥∥∥∥qje (xε , yε
)∥∥∥∥

1,Ωεe
' ε−( 1

2 +j−1)[log ε],

d’où

ε
1
2 +j

[∥∥∥∥qji (rε , θ
)∥∥∥∥

1,Ωi

+
∥∥∥∥qje (xε , yε

)∥∥∥∥
1,Ωεe

]
' [log ε].

De plus ‖u1
reg,i‖1,Ωi ' [log ε] et, puisque u1

e = −αε−1(y + ε)∂νu0
reg,i, un calcul direct

conduit à
‖u1

reg,e‖1,Ωεe ' α
(√

ε[log ε] + 1√
ε
[log ε]

)
.

On en déduit donc que ‖r0
ε‖1,Ωε '

√
εα[log ε]. De la même façon, nous pourrions en

utilisant le développement à l’ordre 2 obtenir que ‖r1
ε‖1,Ωε ' αε

3
2 [log ε].

1.2.3 Développement à l’ordre n

Théorème 1.4. Soit m ∈ N∗. La solution du problème (1.16) pour fi ∈ Hm(Ωi) et fe ∈
Hm(Ωε

e) admet pour développement asymptotique à l’ordre n ∈ {1, ...,m} :

uε =
n∑
k=0

εkuk[log ε] +
n−1∑
k=0

εk+ 1
2 ck[log ε]χ1

[
qki

(
r

ε
, θ

)
+ qke

(
x

ε
,
y

ε

)]
+ rnε , (1.27)

où :
— pour k ∈ {0, ..., n}, uke [log ε] et uki [log ε] sont des polynômes en log ε de degré inférieurs

ou égaux à k − 1 et k respectivement, solutions de



∂2
Y U

k
e [log ε] = −∂2

xU
k−2
e [log ε]− F k−2

e [log ε] dans Ω1
e ,

∂Y U
k
e [log ε] = −α∂νuk−1

reg,i[log ε] sur Γr,

Uke [log ε] = 0 sur Γ1
d,

(1.28)
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

−∆uki [log ε] = fki [log ε] dans Ωi,

∂νu
k
i [log ε] = 0 sur Γn,

uki [log ε] = −α∂νUke [log ε] sur Γr,

(1.29)

avec les conventions Fe(x, Y ) = fe

(
x,
y

ε

)
, Uke (x, Y ) = uke

(
x,
y

ε

)
, ∂νu−1

reg,i = 0,

F ke [log ε] =


0 si k ∈ {0, 1},

δk2Fe +
m−(k−2)∑
j=0

ck−2
j ϕj,k−1

e [log ε] sinon,

et

fki [log ε] =


fi si k = 0,

m−(k−1)∑
j=0

ck−1
j ϕj,ki [log ε] sinon,

où les ϕj,k[log ε] proviennent du lemme 1.2 appliqué avec N = m ; de plus, Uke [log ε] ∈
Hm−k+ 3

2 (Γr) ∩Hm−k+ 3
2 (Ω1

e) et ukreg,i[log ε] ∈ Hm+2−k(Ωi) ;

— ck[log ε] désigne un polynôme en log ε de degré inférieur ou égal à k dont les coef-
ficients sont des combinaisons linéaire des coefficients de singularité c0

j , ..., c
n−k−1
j ,

j ∈ {0, ...,m − k}, issus des décompositions en parties régulière-singulière des fonc-
tions u0

i , ..., u
n−k−1
i ;

— le reste rnε vérifie le problème

−α∆rnε,i = αεn∆qnε,i +O(εn+1[log ε]) dans Ωi,

−∆rnε,e = εn−1∆qn−1
ε,e − εn−1∂2

xu
n−1
e [log ε]

−εn∂2
xu

n
e [log ε] + εn∆qnε,e dans Ωε

e,

rnε,i = rnε,e sur Γr,

α∂νr
n
ε,i = −∂νrnε,e − εn+1α∂νu

n
reg,i[log ε] sur Γr,

∂νr
n
ε = 0 sur Γn,

rnε,e = 0 sur Γεd.

(1.30)

et on a l’estimation, pour n ∈ {1, . . . ,m− 2} (m > 3),

‖rnε ‖1,Ωε = O
(
εn+ 1

2 [log ε]
)
. (1.31)
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Démonstration. On procède par récurrence sur n ∈ {1, ...,m}.

L’ordre 1 a été traité précédemment. Supposons n > 1 et le développement vrai au rang
n− 1.

Pour tout j, k ∈ {0, ...,m}, les ϕj,k sont construits indépendamment de la récurrence à
l’aide des profils qj , des singularités sj , de la fonction de troncature χ1 et du lemme 1.2 ; ils
sont C∞ à support compact dans Ωε.

Le terme un−1
i [log ε] est construit par hypothèse et admet la décomposition en partie

régulière-singulière suivante :

un−1
i [log ε] = un−1

reg,i[log ε] +
m−(n−1)∑
j=0

cn−1
j [log ε]χ1(r)sj(r, θ),

avec un−1
reg,i[log ε] ∈ Hm+2−(n−1)(Ωi). Les coefficients cn−1

j [log ε] nécessaires aux seconds membres
des problèmes (1.28) et (1.29) sont donc obtenus à l’aide de cette décomposition.

Commençons par construire Une [log ε] à l’aide du problème (1.28). Tous les termes du
second membre de l’équation différentielle (1.28) sont suffisamment réguliers par rapport à
Y pour que l’on puisse l’intégrer et ainsi construire Une [log ε].

La contribution en x à Une [log ε] est portée par les termes du type ∂νuk−1
reg,i[log ε]|Γr (au

travers des seconds membres ∂2
xU

n−2
e [log ε] ∈ Hm−n+ 3

2 (Γr) et ∂νun−1
reg,i[log ε]) dont le moins

régulier est ∂νun−1
reg,i[log ε] qui appartient à Hm−n+ 3

2 (Γr) ; on en déduit que

Une [log ε] ∈ Hm−n+ 3
2 (Γr) ∩Hm−n+ 3

2 (Ω1
e).

La régularité de Une [log ε] étant la même dans Γr et Ω1
e car les Uke [log ε] sont construits à

partir des ∂νuk−1
reg,i[log ε]|Γr étendus à Ω1

e par produit avec des fonctions régulières en Y sur un
repère cartésien.

Construisons maintenant uni [log ε] à l’aide du problème (1.29). Pour cela, il suffit de s’as-
surer que le second membre de (1.29) est bien défini pour k = n et admet bien la régularité
nécessaire. D’après ce que l’on vient de voir, Une [log ε] ∈ Hm−n+ 3

2 (Γr), le second membre de
(1.29) est donc assez régulier pour qu’il admette une solution, on a ainsi construit uni . Ce
dernier admet la décomposition en parties régulière singulière suivante :

uni = unreg,i[log ε] +
m−n∑
j=0

cnj [log ε]χ1s
j(r, θ),

avec un−1
reg,i[log ε] ∈ Hm+2−n(Ωi).

Nous pouvons alors redéfinir le coefficient ck[log ε] — pour k ∈ {0, . . . ,m− n} –– comme
combinaison linéaire du précédent coefficient ck[log ε] donné par l’hypothèse de récurrence
et du coefficient cnk obtenu par la décomposition en parties régulière-singulière de vn[log ε]
ci-dessus. Pour k ∈ {m− n, . . . ,m}, le coefficient ck[log ε] reste inchangé.

Ainsi, nous pouvons définir le reste d’ordre n à l’aide de la formule (1.27) comme étant :

rnε = uε −
[
n∑
k=0

εkuk[log ε] +
n−1∑
k=0

εk+ 1
2 ck[log ε]χ1

[(
qki − sk

)(r
ε
, θ

)
+ qke

(
x

ε
,
y

ε

)]]
;
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ou encore
rnε = rn−1

ε − εnũn[log ε],

où

ũn[log ε] = unreg[log ε] +
m−n∑
j=0

ε
1
2 +jcnj [log ε]χ1

[
qki

(
r

ε
, θ

)
+ qke

(
x

ε
,
y

ε

)]
= un[log ε] + qnε ,

avec qnε =
m−n∑
j=0

cnj [log ε]χ1ε
1
2 +j

[(
qki − sk

)(r
ε
, θ

)
+ qke

(
x

ε
,
y

ε

)]
.

De la même façon que l’on a déterminé les seconds membres du reste à l’ordre 1, on en
déduit que rnε vérifie :

−α∆rnε,i = αεn∆qnε,i +O(εn+1[log ε]) dans Ωi,

−∆rnε,e = εn−1∆qn−1
ε,e − εn−1∂2

xu
n−1
e [log ε]

−εn∂2
xu

n
e [log ε] + εn∆qnε,e dans Ωε

e,

rnε,i = rnε,e sur Γr,

α∂νr
n
ε,i = −∂νrnε,e − εn+1α∂νu

n
reg,i[log ε] sur Γr,

∂νr
n
ε = 0 sur Γn,

rnε,e = 0 sur Γεd.

L’estimation du théorème 1.3 et le lemme 1.2 nous donnent alors

‖rnε ‖1,Ωε = O(εn−1[log ε]).

Reste à montrer que l’on a (1.31). Pour cela, on procède comme pour le théorème 1.2,
supposons que nous avons construit le développement jusqu’à l’ordre n+ 2 et donc rn+2

ε avec
l’estimation rn+2

ε = OH1(Ωi)(εn+1). On peut alors écrire

rnε = rn+2
ε + εn+2ũn+2 + εn+1ũn+1,

où

ũl[log ε] = ulreg[log ε] +
m−l∑
j=0

ε
1
2 +jclj [log ε]χ1

[
qki

(
r

ε
, θ

)
+ qke

(
x

ε
,
y

ε

)]
.

On a vu lors de la construction du terme de rang 1 que

ε
1
2 +j

[∥∥∥∥qji (rε , θ
)∥∥∥∥

1,Ωi

+
∥∥∥∥qje (xε , yε

)∥∥∥∥
1,Ωεe

]
' [log ε].

Par ailleurs, on a ‖ulreg,i‖1,Ωi ' [log ε] et, comme au rang 1, on peut montrer que

‖ulreg,e‖1,Ωεe '
1√
ε
[log ε].

On en déduit alors que
‖rnε = ‖1,Ωi ' εn+ 1

2 [log ε].
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1.3. COMPARAISON DES PROBLÈMES AVEC CONDITION D’IMPÉDANCE
DE TYPE ROBIN ET DE TRANSMISSION

Remarque : Le théorème 1.4 est aussi valable pour le problème de transmission suivant :

−α∆uεi = fi dans Ωi,

∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γv,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γv,

∂νu
ε = 0 sur Γn,

uε = 0 sur Γd,

(1.32)

où le domaine Ωε =
◦

Ωi ∪ Ωε
e est défini sur la figure 1.5, Γd = Γ1,ε

d ∪ Γ2,ε
d ∪ Γ3,ε

d ∪ Γcd et ∂νuεi et
∂νu

ε
e désignent les dérivées normales extérieures à Ωi et Ωε

e de uε.

Figure 1.5 – Domaine du problème de transmission.

Les seules différences entre ces deux problèmes sont les conditions de bords sur Γ1,ε
d = Γ2,ε

n
et Γ3,ε

d = Γ3,ε
n qui sont de type Neumann pour le problème (1.16) et Dirichlet pour (1.32). Les

profils associés diffèrent alors naturellement de la même façon sur Γ1,1
d = Γ2,1

n mais admettent
des comportements à l’infini identiques.

1.3 Comparaison des problèmes avec condition d’im-
pédance de type Robin et de transmission

Il s’agit ici d’effectuer la comparaison des deux solutions sur leur domaine commun : Ωi.
Nous notons, comme précédemment, uε la solution du problème de transmission et vε celle
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CHAPITRE 1. DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

du problème d’impédance. Sur Ωi, on a pour ε→ 0,

uεi = u0
reg,i + d0χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
+ εu1

ϕ,i[log ε] + εu1
r,i +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
et

vε = v0
reg + c0χ1(r)

√
εp0

r

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

ϕ[log ε] + εv1
r +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
.

Comme u0
i et v0 vérifient les problèmes (1.3) et (1.19) (pour n = 0) qui sont identiques,

on peut en déduire qu’il sont égaux ainsi que leurs parties régulières : u0
reg,i = v0

reg — et leurs
coefficients de singularité : c0 = d0. Par ailleurs, on a une solution explicite au problème
(1.23) vérifié par U1

r,e :
U1

r,e = −α∂νu0
reg,i(y + 1)

Comme on vient de voir que u0
reg,i et v0

reg sont égaux on en déduit que v1
r = u1

r,i puisqu’ils
vérifient (1.8) et (1.25) qui sont du coup identiques. Par contre v1

ϕ et u1
ϕ,i sont a priori dif-

férents du fait que les seconds membres des équations (1.7) et (1.24) qu’ils résolvent le sont
aussi. Précisons, comme U1

ϕ,e = 0, la seule différence provient de celle entre ϕ0,1 et ϕ0,1
i . Cette

dernière est issue de la différence entre p0
r et q0

i .

D’après la décomposition sur/sous-variationnelle des profils pjr (voir (4.17)) et qj (voir
(4.29)), on a,

p0
r = s0 + χ0

(
p0(1)

r + c0(1)s−1
)

+ χ0OL2(Ω∞i )
(
r−

3
2 log r

)
,

et
q0

i = s0 + χ0
(
p0(1)

r + d0(1)s−1
)

+ χ0OL2(Ω∞i )
(
r−

3
2 log r

)
.

La principale différence entre les deux est donc due à la différence des constantes c0(1) et d0(1).

Regardons maintenant les normes L2 et H1 de la différence des solutions de transmission
et d’impédance. En utilisant les remarques ci-dessus, on aboutit à

vε − uεi = c0√εχ1(r)
(
p0

r − q0
i

)(r
ε
, θ

)
+ ε

(
v1
ϕ − u1

ϕ,i

)
(r, θ)[log ε] +OH1(Ωi)

(
ε

3
2 [log ε]

)
.

Commençons par la norme L2. La troncature fait que nous n’avons pas à nous préoccuper de
ce qui se passe près de l’origine. On a, en effectuant le changement de variables (r, θ) = (εR, θ)
et en notant RΩi le rayon du demi-disque Ωi,

∫ RΩi

0

∫ π

0

∣∣∣∣(p0
r − q0

i

)(r
ε
, θ

)∣∣∣∣2 rdrdθ = ε2
∫ RΩi

ε

0

∫ π

0

∣∣∣(p0
r − q0

i

)
(R, θ)

∣∣∣2RdRdθ.

Comme, a priori, c0(1) 6= d0(1), on a lorsque R→ +∞,∣∣∣(p0
r − q0

i

)
(R, θ)

∣∣∣ ∼ 1√
R
,

d’où, lorsque ε→ 0, ∫ RΩi
ε

0

∫ π

0

∣∣∣(p0
r − q0

i

)
(R, θ)

∣∣∣2RdRdθ ∼ 1
ε
,
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et donc ∫ RΩi

0

∫ π

0

∣∣∣∣(p0
r − q0

i

)(r
ε
, θ

)∣∣∣∣2 rdrdθ ∼ ε.
On en déduit que

‖vε − uεi‖0,Ωi ≤ ε‖v1
ϕ − u1

ϕ,i‖0,Ωi [log ε] +
∣∣∣c0(1) − d0(1)

∣∣∣O(ε) +OL2(Ωi)
(
ε

3
2 [log ε]

)
. (1.33)

Remarque : Si on a c0(1) = d0(1), alors lorsque R→ +∞,∣∣∣(p0
r − q0

i

)
(R, θ)

∣∣∣ ∼ 1
R

3
2
.

En majorant alors ε−1RΩi par +∞ dans les intégrales ci-dessus, on aboutirait alors à∥∥∥∥χ1(r)
(
p0

r − q0
i

)(r
ε
, θ

)∥∥∥∥
0,Ωi

≤ C‖p0
r − q0

i ‖0,Ω∞i ε
2,

avec ‖p0
r − q0

i ‖0,Ω∞i finie. Autrement dit, le terme
∣∣∣c0(1) − d0(1)

∣∣∣O(ε) disparaît de (1.33) pour

aller dans le OL2(Ωi)
(
ε

3
2 log ε

)
dès que c0(1) = d0(1), ce qui justifie de le noter ainsi.

Passons à la semi-norme H1 ; de la même façon on a∥∥∥∥∇ (p0
r − q0

i

)(r
ε
, θ

)∥∥∥∥2

0,Ωi

=
∫ RΩi

0

∫ π

0

∣∣∣∣∂r (p0
r − q0

i

)(r
ε
, θ

)∣∣∣∣2 rdrdθ
+
∫ RΩi

0

∫ π

0

∣∣∣∣1r ∂θ
(
p0

r − q0
i

)(r
ε
, θ

)∣∣∣∣2 rdrdθ
=

∫ RΩi

0

∫ π

0

∣∣∣∣1ε ∂1
(
p0

r − q0
i

)(r
ε
, θ

)∣∣∣∣2 rdrdθ
+
∫ RΩi

0

∫ π

0

∣∣∣∣1r ∂θ
(
p0

r − q0
i

)(r
ε
, θ

)∣∣∣∣2 rdrdθ
=

∫ RΩi
ε

0

∫ π

0

∣∣∣∣1ε ∂R
(
p0

r − q0
i

)
(R, θ)

∣∣∣∣2 ε2RdRdθ

+
∫ RΩi

ε

0

∫ π

0

∣∣∣∣ 1
εR
∂θ
(
p0

r − q0
i

)
(R, θ)

∣∣∣∣2 ε2RdRdθ

≤ ‖∇
(
p0

r − q0
i
)
‖20,Ω∞i .

Comme ∇
(
p0

r − q0
i
)

(R, θ) ∼ R−
3
2 , ‖∇

(
p0

r − q0
i
)
‖20,Ω∞i est bien finie et on en déduit que

‖vε − uεi‖1,Ωi ≤ C
√
ε‖∇(p0

r − q0
i )‖0,Ω∞i +OH1(Ωi) (ε[log ε]) .

Finalement, pour la norme L∞, on a

‖vε − uεi‖∞,Ωi ≤ C
√
ε‖p0

r − q0
i ‖∞,Ω∞i +OL∞(Ωi) (ε[log ε]) .
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En résumé, on a obtenu le théorème suivant

Théorème 1.5. Pour fi ∈ Hm(Ωi) et fe ∈ Hm(Ωε
e), avec m ∈ N∗, à supports compact dans

Ωi et Ωε
e, les solutions vε du problème d’impédance (1.1) et uε du problème de transmission

(1.16) vérifient :
‖vε − uεi‖0,Ωi = O(ε[log ε]), (1.34)

‖vε − uεi‖1,Ωi = O(
√
ε) (1.35)

et
‖vε − uεi‖∞,Ωi = O(

√
ε). (1.36)

Résultats confirmés numériquement comme on peut le voir sur la figure 1.6. Celle-ci
représente l’évolution des L2, L∞ et H1 entre les solutions des problèmes de transmis-
sion et avec condition d’impédance en fonction de ε, en échelle log− log, pour : α = 2,
fi = sin

(
[RΩi − r]

2
)
y3 et fe = 0. Comme on peut le voir, les pentes obtenues sont proches

des attentes théoriques : 1 pour l’erreur L2 et 0.5 pour les erreurs L∞ et H1.

Remarques :
— Concernant la régularité nécessaire à l’obtention de l’estimation en norme L∞, on

pourra se reporter à la remarque suivant le théorème 1.1.
— Si par hasard on a c0(1) = d0(1) dans (4.17) et (4.29), alors l’estimation (1.34) devient

‖vε − uεi‖0,Ωi = O
(
ε

3
2 [log ε]

)
.

Figure 1.6 – Évolution des erreurs entre problèmes de transmission et et avec condition
d’impédance en fonction de ε pour α = 2.
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1.4 Problème d’impédance avec condition de Vent-
cel

Il s’agit ici, pour β ≥ 0, d’étudier et d’effectuer le développement asymptotique de vεβ,
solution du problème :



−α∆vεβ = fi dans Ωi,

∂νv
ε
β = 0 sur Γn,

vεβ + εα∂νv
ε
β − ε2β∂2

τv
ε
β = 0 sur Γv,

vεβ = 0 sur Γcd, O et A

(1.37)

où Ωi est le même demi-disque que précédemment et les points O et A sont définis comme
sur la figure 1.7.

Figure 1.7 – Domaine du problème avec condition d’impédance de type Ventcel

Comme mentionné en introduction de chapitre, un problème similaire a déjà été étudié
dans [6]. La principale différence avec le problème étudié ici réside dans les conditions de
bords considérées. En effet, dans [6], on a le couple de conditions Dirichlet-Ventcel tandis que
nous avons le trio Dirichlet-Neumann-Ventcel. Une condition de Ventcel fait apparaître des
termes ponctuels dans les formulations variationnelles aux extrémités des bords concernés.
Or dans le cas d’une condition de Dirichlet, ces termes ponctuels disparaissent naturellement
tandis que non pour une condition de Neumann ; cela impose de fait une difficulté supplé-
mentaire à traiter.

1.4.1 Existence et unicité des solutions au problème
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On s’intéresse ici — pour ε > 0 fixé — aux problèmes de la forme :

−α∆v = f dans Ωi,

∂νv = 0 sur Γn,

v + εα∂νv − ε2β∂2
τv = g sur Γv,

v = 0 sur Γcd, O et A,

(1.38)

où le domaine Ωi est encore le domaine représenté sur la figure 1.1.

La formulation variationnelle associée à (1.38) est :

a(v, w) = L(w),

où

a(v, w) = α

∫
Ωi
∇v · ∇w + 1

ε

∫
Γv
vw + εβ

∫
Γv
∂τv∂τw − [∂τv(A)w(A)− ∂τv(O)w(O)],

et
L(w) =

∫
Ωi
fw + 1

ε

∫
Γr
gw.

On voit ici apparaître dans a les termes ponctuels mentionnés plus haut. Les termes
intégraux invitent à poser le problème sur un domaine contenant à la fois H1(Ωi) et H1(Γv) ;
mais tel quel, les termes ponctuels font que le problème est mal posé, il faut donc les évacuer.
Le moyen naturel est de considérer des conditions de Dirichlet ponctuelles : v(A) = v(O) = 0.
C’est pourquoi ce problème n’approche pas le problème de transmission (1.16) — qui n’a
aucune raison a priori de vérifier de telles conditions ponctuelles —, mais le problème de
transmission (1.32) qui les vérifient naturellement. On pose donc

V = {w ∈ H1(Ωi) : γ0(w) ∈ H1(Γv), w(A) = w(O) = 0},

où γ0(w) désigne la trace de w et muni de la norme

‖.‖2V = ‖.‖2H1(Ωi) + ‖.‖2H1(Γv).

Il est toutefois légitime de se poser la question du caractère bien défini de conditions ponc-
tuelles dans H1. Comme nous sommes en particulier dans H1(Γv) et que ce dernier s’injecte
dans C(Γv), on en déduit qu’il y a bien un sens à poser des conditions sur O et A.

Sur V, la forme bilinéaire a devient

a(v, w) = α

∫
Ωi
∇v · ∇w + 1

ε

∫
Γv
vw + εβ

∫
Γv
∂τv∂τw.

Comme ε < 1, on a pour tout w ∈ V,

a(w,w) ≥ min(1, α, εβ)
(
‖∇w‖20,Ωi + ‖w‖20,Γv + ‖∇w‖20,Γv

)
.

L’inégalité de Poincaré-Friedrichs obtenue dans le corollaire A.1 du théorème A.1 nous
permet alors de montrer que a est coercive sur V avec une constante de coercivité dépendante
de ε :

min(1, α, εβ)‖w‖2V ≤ a(w,w).

51
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Par ailleurs, par inégalités de Cauchy-Schwarz et de trace, on obtient la continuité de L :
pour tout w ∈ H1(Ωi),

L(w) ≤ C
(
‖f‖L2(Ωi) + 1

ε
‖g‖L2(Γv)

)
‖w‖H1(Ωi),

Le théorème de Lax-Milgram nous donne alors l’existence et l’unicité d’une solution à (1.38)
et l’inégalité de coercivité implique

‖w‖V ≤
C

min(1, α, εβ)

(
‖f‖L2(Ωi) + 1

ε
‖g‖L2(Γv)

)
.

On a ainsi obtenu le théorème suivant :

Théorème 1.6. Soient f ∈ L2(Ωi), g ∈ L2(Γr), α ∈ R∗+ et β ∈ R+. Alors le problème (1.38)
admet une unique solution v ∈ V qui vérifie

‖v‖V ≤
C

min(1, α, εβ)

(
‖f‖L2(Ωi) + 1

ε
‖g‖L2(Γr)

)
,

où C > 0, constante indépendante de ε, et

V = {w ∈ H1(Ωi) : γ0(w) ∈ H1(Γv), w(A) = w(O) = 0},

avec γ0(w) trace de w.

Remarque : On peut aussi travailler dans V sans les conditions de Dirichlet ponctuelles
v(A) = v(O) = 0. Cela peut alors se traiter de deux façons :

— en ajoutant des conditions de Neumann ponctuelles ∂τv(O) = ∂τv(A) = 0 dans (1.38) ;
— en ajoutant des conditions de Robin ponctuelles v(O)+γ1∂τv(O) = v(A)+γ2∂τv(A) = 0

dans (1.38), ce qui se traduit par la présence de termes de la forme γ1v(O)w(O) et
γ2v(A)w(A) dans la forme bilinéaire a.

Bien que les conditions de Dirichlet ponctuelles soient naturelles dans le cas du problème
de transmission (1.32) (conditions de Dirichlet sur les bords de la couche) ; dans le cas du pro-
blème (1.16) (conditions de Neumann sur les bords de la couche), l’existence d’une naturelle
héritée du problème de transmission n’est pas claire.

1.4.2 Premiers termes du développement

Profils du problème avec condition d’impédance de type Ventcel

Les profils pjv,β du problème avec condition d’impédance de type Ventcel sont solutions
de 

α∆pjv,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
v,β = 0 sur Γ∞n ,

pjv,β + α∂νp
j
v,β − β∂2

τp
j
v,β = 0 sur Γ∞v ,

pjv,β(O) = 0,

pjv,β ∼ sj lorsque r → +∞,
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Figure 1.8 – Domaine des profils du problème avec condition d’impédance de type Ventcel

où Ω∞i = R× R∗+ et Γ∞n et Γ∞v sont définis comme sur la figure 4.1.

Encore une fois, dans cette partie, c’est leur comportement à l’infini qui nous intéressera.
Celui-ci est connu du fait qu’ils admettent une décomposition sous la forme suivante :

pjv,β = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nv,β + P j,Nv ,

où sj , pj,nv,β et χ0P
j,N
v appartiennent à

Sλ(Ω∞i ) =
{
w : w(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

avec N ≥ j + 1 et, respectivement, λ = 1
2 + j, λ = 1

2 + j − n et λ = 1
2 + j −N + 1.

Pour plus de détails sur les pj,nv,β et P j,Nv , on se reportera au chapitre 4 section 4.3 où ils sont
définis comme étant les solutions des problèmes (4.32), (4.34) et (4.35) et étudiés précisément.

Nous utiliserons en particulier le fait que, comme pour le profil du problème avec condition
d’impédance de type Robin,

p0
v,β = s0 + χ0

(
p0(1)

r + c
0(1)
β s−1

)
+ χ0OL2(Ω∞i )

(
r−

3
2 log r

)
, (1.39)

avec c0(1)
β ∈ R et

p0(1)
r = α

1
2π

1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

Développement

Supposons que fi ∈ Hm(Ωi) avec m ≥ 1, à support compact dans Ωi. Puis injectons
l’expression vεβ =

∑
n≥0

εnvnβ dans (1.37), on obtient alors, pour tout n ∈ N,
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

−α∆vnβ = δn0 fi dans Ωi,

∂νv
n
β = 0 sur Γn,

vnβ = −α∂νvn−1
β + β∂2

τv
n−2
β sur Γv,

vnβ = 0 sur Γcd, O et A.

avec la convention ∂νv−1
β = ∂2

τv
−1
β = ∂2

τv
−2
β = 0.

Rang 0 : v0
β doit être solution de

−α∆v0
β = fi dans Ωi,

∂νv
0
β = 0 sur Γn,

v0
β = 0 sur Γv,

v0
β = 0 sur Γcd,O et A.

On retrouve le problème (1.3) : les termes de rang 0 des problèmes avec conditions
d’impédances de Robin et Ventcel sont donc identiques. On peut alors écrire la décom-
position en parties régulière-singulière de v0

β :

v0
β = v0

β,reg + χ1(r)
m∑
j=0

c0
jε

1
2 +jsj

(
r

ε
, θ

)
, (1.40)

où v0
β,reg ∈ Hm+2(Ωi).

Les conditions de Dirichlet en O et A sont bien vérifiées par v0
β. En effet, sj étant

continue et nulle sur Γv, on en déduit que v0
β,reg doit aussi l’être. Par ailleurs, v0

β,reg ∈
Hm+2(Ωi) implique que v0

β,reg est continue sur Γv et vérifie les conditions de Dirichlet
en O et A.

Comme pour les deux cas précédents, la singularité est remplacée par le profil pjv,β
associé au problème (voir section 4.3.6 pour l’essentiel des résultats). On pose alors

ṽ0
β = v0

β,reg + χ1(r)
m∑
j=0

c0
jε

1
2 +jpjv,β

(
r

ε
, θ

)
= v0

β + p0
ε ,

avec p0
ε = χ1(r)

m∑
j=0

c0
jε

1
2 +j

(
pjv,β − s

j
)(r

ε
, θ

)
.

Le reste défini comme r0
ε = vεβ − ṽ0

β vérifie alors

−α∆r0
ε = α∆p0

ε dans Ωi,

∂νr
0
ε = 0 sur Γn,

r0
ε + εα∂νr

0
ε + ε2β∂2

τ r
0
ε = −εα∂νv0

β,reg + ε2β∂2
τv

0
β,reg sur Γr

r0
ε = 0 sur Γcd,O et A.

(1.41)
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On remarque ici que pour que le problème soit bien posé, il suffit que ∂2
τv

0
β,reg ∈ L2(Γv).

Une condition suffisante estm ≥ 1 ; on a ainsi v0
β,reg ∈ H3(Ωi) (régularité non optimale).

Le développement du problème d’impédance avec condition de type Ventcel demande
donc plus de régularité que dans le cas d’une condition de type Robin.

Le lemme 1.1 est encore valable avec pjv,β à la place de pjr . Plutôt que de le réécrire
nous nous référerons donc directement à ce dernier. Il nous permet d’obtenir que

∆p0
ε = ε

m∑
j=0

c0
jϕ

j,1[log ε] +OL2(Ωi)(ε
2[log ε]). L’estimation du théorème 1.6 nous permet

alors d’obtenir :

‖r0
ε‖V ≤ C

min(1, α, εβ)

‖∂νv0
β,reg‖0,Γv + ε‖∂2

τv
0
β,reg‖0,Γv + ε

m∑
j=0
|c0
j |‖ϕj,1‖0,Ωi [log ε]

+O(ε2[log ε])
)

= O(ε−1).

Cette estimation ne s’avère pas satisfaisante en l’état puisque le reste ne tend pas vers
0 a priori. Cependant, de la même façon que dans le cas du problème avec condition
d’impédance de type Robin (voir remarque suivant le théorème 1.7), on peut montrer
grâce à l’estimation des restes de rangs supérieurs que :

‖r0
ε‖V ≤ Cε[log ε].

Toutefois, contrairement au cas du problème avec condition d’impédance de type Ro-
bin, la seule estimation du reste de rang 1 ne suffit pas.

Rang 1 : À l’instar des deux développements précédents, le découplage en parties régulière-
singulière du terme de rang 0 puis le remplacement des singularités par les profils
invitent à poser deux problèmes au rang 1 afin de bien identifier les contributions de
la partie régulière et des profils. On pose v1

β,ϕ[log ε] et v1
β,r les solutions des systèmes

suivants :



∆v1
β,ϕ[log ε] =

m∑
j=0

ϕj,1[log ε] dans Ωi,

∂νv
1
β,ϕ[log ε] = 0 sur Γn,

v1
β,ϕ[log ε] = 0 sur Γv ∪ Γcd,



∆v1
β,r = 0 dans Ωi,

∂νv
1
β,r = 0 sur Γn,

v1
β,r = −α∂νv0

β,reg sur Γv,

v1
β,r = 0 sur Γcd.

Comme v0
β,reg ∈ Hm+2(Ωi) on a ∂νv0

β,reg ∈ H
m+ 1

2 (∂Ωi). Par ailleurs, les autres seconds
membres sont clairement C∞. Cela justifie l’existence et l’unicité d’une solution à cha-
cun des problèmes ci-dessus avec, de plus, une décomposition en parties régulière et
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1.4. PROBLÈME D’IMPÉDANCE AVEC CONDITION DE VENTCEL

singulière. On note alors

v1
β = v1

β,ϕ[log ε] + v1
β,r,

la solution de 

∆v1
β =

m∑
j=0

ϕj,1[log ε] dans Ωi,

∂νv
1
β = 0 sur Γn,

v1
β = −α∂νv0

β,reg sur Γv,

v1
β = 0 sur Γcd.

(1.42)

Comme ∂νv0
β,reg ∈ H

m+ 1
2 (Γv), on peut aussi écrire

v1
β = v1

β,reg + χ1(r)
m−1∑
j=0

c1
j (log ε)ε

1
2 +jsj

(
r

ε
, θ

)
, (1.43)

où v1
β,reg ∈ Hm+1(Ωi) et c1

j (log ε) est une constante dépendant de log ε. On remarquera
ici que le développement consomme un cran de régularité pour passer du rang 0 au
rang 1 mais que pour passer du rang n a rang n + 1, pour n ≥ 1, il en consommera
deux (à cause de la dérivée tangentielle seconde qui n’est pas encore apparue).

On pose

ṽ1
β = v1

β,reg + χ1(r)
m−1∑
j=0

c1
j (log ε)ε

1
2 +jpjv,β

(
r

ε
, θ

)
= v1

β + p1
ε ,

où p1
ε = χ1(r)

m−1∑
j=0

c1
j (log ε)ε

1
2 +j

(
pjv,β − s

j
)(r

ε
, θ

)
et

r1
ε = vεβ − ṽ0

β − εṽ1
β = r0

ε − εṽ1
β.

Ce dernier vérifie

−α∆r1
ε = εα∆p1

ε dans Ωi,

∂νr
1
ε = 0 sur Γn,

r1
ε + εα∂νr

1
ε − ε2β∂2

τ r
1
ε = ε2β∂2

τv
0
β,reg − ε2α∂νv1

β,reg + ε3β∂2
τv

1
β,reg sur Γv,

r1
ε = 0 sur Γcd, O et A.

(1.44)

Comme les seconds membres trouvés sur Γv, Γcd, O et A ne sont pas forcément évidents,
nous allons les détailler. Sur Γv, comme p0

v,β +α∂νp
0
v,β −β∂2

τp
0
v,β = 0, on en déduit que
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r1
ε + εα∂νr

1
ε − ε2β∂2

τ r
1
ε = r0

ε + εα∂νr
0
ε − ε2β∂2

τ r
0
ε − ε

 v1
β,reg︸ ︷︷ ︸

=−α∂νv0
β,reg

+εα∂νv1
β,reg − ε2β∂2

τv
1
β,reg


= ε2β∂2

τv
0
β,reg − ε2α∂νv1

β,reg + ε3β∂2
τv

1
β,reg.

On remarquera que la non apparition de la dérivée tangentielle seconde dans le pro-
blème (1.42) — lequel définit v1

β — fait que l’on a la présence d’un terme de rang
0 : ∂2

τv
0
β,reg, dans la condition sur Γv du problème (1.44) ci-dessus. Étant cependant

d’ordre 2 — i.e. multiplié par ε2 —, elle n’apparaîtra qu’au rang 2 et sera donc traitée
à ce moment-là.

Enfin, pour Γcd, O et A, comme ∂νv0
β,reg est continue sur Γn ∪ Γv (∂νv0

β,reg ∈ H
m+ 1

2 (∂Ωi)
avecm ≥ 1) et nulle sur Γn, on en déduit que ∂νv0

β,reg(O) = 0. Par ailleurs, les singulari-
tés sj étant nulles sur Γv et donc en O, on déduit de la décomposition en parties régulière
singulière (1.43) de v1

β et du problème (1.42) que l’on a v1
β,reg(O) = −α∂νv0

β,reg(O) = 0.
De plus, ayant pjv,β(O) = 0, on en déduit que ṽ1

β(O) = 0 et par conséquent, r1
ε (O) =

r0
ε (O)− εṽ1

β(O) = 0 au vu du problème (1.41) vérifié par r0
ε .

De même, comme v1
β,reg ∈ Hm+1(Ωi), v1

β,reg est continue sur Γcd et puisque v1
β,reg = v1

β

sur Γcd on a v1
β,reg(A) = 0 et donc r1

ε (A) = 0.

Réutilisant le lemme 1.1 et l’estimation du théorème 1.1, on aboutit à

‖r1
ε‖V ≤ C

min(1, α, εβ)

ε‖∂νv1
β,reg‖0,Γv + ε2

m−1∑
j=0
|c1
j |‖ϕj,1‖0,Ωi [log ε] +O

(
ε3[log ε]

)
= O(1).

Comme on peut le voir dans la remarque suivant le théorème 1.7, on peut en fait
montrer

‖r1
ε‖V ≤ Cε2[log ε].

On a donc, au rang 1 du développement asymptotique,

vεβ = v0
β,reg + c0χ1(r)

√
εp0

v,β

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

β,ϕ[log ε] + εv1
β,r +OV(ε2[log ε]).

1.4.3 Développement à l’ordre n

Théorème 1.7. Soit m ∈ N∗. La solution du problème (1.37) pour fi ∈ Hm(Ωi) admet pour
développement asymptotique à l’ordre n ∈ {1, ...,m} :

vεβ =
n∑
k=0

εkvkβ[log ε] + χ1(r)
n−1∑
k=0

εk+ 1
2 ck[log ε]

(
pkv,β − sk

)(r
ε
, θ

)
+ rnε , (1.45)
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où :
— pour k ∈ {0, ..., n}, vkβ[log ε] est un polynôme en log ε de degré inférieur ou égal à k

solution de

−∆vkβ[log ε] = fk[log ε] dans Ωi,

∂νv
k
β[log ε] = 0 sur Γn,

vkβ[log ε] = −α∂νvk−1
β,reg[log ε] + β∂2

τv
k−2
β,reg[log ε]sur Γv,

vkβ[log ε] = 0 sur Γcd, O et A.

(1.46)

avec les conventions ∂νv−1
β,reg = ∂2

τv
−1
β,reg = ∂2

τv
−2
β,reg = 0 et

fk[log ε] =


fi si k = 0,

m−(k−1)∑
j=0

ck−1
j ϕj,k[log ε] sinon,

où les ϕj,k[log ε] proviennent du lemme 1.1 appliqué avec N = m ; de plus, vkβ,reg[log ε] ∈
Hm+2−k(Ωi) ;

— ck[log ε] désigne un polynôme en log ε de degré inférieur ou égal à k dont les coef-
ficients sont des combinaisons linéaire des coefficients de singularité c0

j , ..., c
n−k−1
j ,

j ∈ {0, ...,m − k}, issus des décompositions en parties régulière-singulière des fonc-
tions v0, ..., vn−k−1 ;

— le reste rnε vérifie le problème

−α∆rnε = αεn∆pnε +OL2(Ωi)(εn+1[log ε]) dans Ωi,

∂νr
n
ε = 0 sur Γn,

rnε + εα∂νr
n
ε − ε2β∂2

τ r
n
ε = εn+1β∂2

τv
n−1
β,reg[log ε]− εn+1α∂νv

n
β,reg[log ε]

+εn+2β∂2
τv
n
β,reg[log ε] sur Γv,

rnε = 0 sur Γcd, O et A;

(1.47)

et on a l’estimation, pour n ∈ {1, . . . ,m− 1} (m > 2),

‖rnε ‖V = O
(
εn+1[log ε]

)
. (1.48)

Remarques : La démonstration étant quasiment identique à celle du théorème 1.2, nous ne
la reproduirons pas. Il convient toutefois de faire quelques remarques afin de souligner les
différences.

— Comme nous ne l’avons pas vu à l’ordre 1, notons que, à partir du rang 2, le terme
∂2
τv
k−2
β,reg[log ε] de (1.46) n’est plus nul mais qu’il a cependant la même régularité que

∂νv
k−1
β,reg[log ε] : il appartient à Hm−k+ 3

2 (Ωi) ; le second membre de (1.46) est donc assez
régulier pour définir vkβ[log ε].
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— Comme nous l’avons vu, l’estimation a priori du reste d’ordre n est d’ordre εn−1. Pour
obtenir une estimation a posteriori d’ordre εn+1, il faut appliquer la même stratégie que
dans la démonstration du théorème 1.2 : supposer que nous avons construit le dévelop-
pement jusqu’à l’ordre n+2 et donc rn+2

ε avec l’estimation rn+2
ε = OH1(Ωi)(εn+1[log ε]) ;

on écrit alors
rnε = rn+2

ε + εn+2ṽn+2 + εn+1ṽn+1;

des estimations similaires à celles de la démonstration du théorème 1.2 nous donnent
alors

rnε = O
(
εn+1[log ε]

)
.

1.5 Comparaison des problèmes avec condition d’im-
pédance de type Ventcel et de transmission

Le problème de transmission qu’est censé approcher le problème avec condition d’impé-
dance de type Ventcel est le problème (1.32). On a

vεβ = v0
β,reg + c0χ1(r)

√
εp0

v,β

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

β,ϕ[log ε] + εv1
β,r +O

(
ε

3
2 [log ε]

)
et

uεi = u0
reg,i + d0χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
+ εu1

ϕ,i[log ε] + εu1
r,i +O

(
ε

3
2 [log ε]

)
.

Les mêmes arguments et calculs que dans le cas du problème avec condition d’impédance
de type Robin nous permettent d’obtenir que

‖vεβ − uεi‖0,Ωi ≤ ε‖v1
β,ϕ − u1

i,ϕ‖0,Ωi [log ε] +OL2

(
ε

3
2 [log ε]

)
et

‖vεβ − uεi‖1,Ωi ≤ C
√
ε‖∇(p0

v,β − q0
i )‖0,Ω∞i +OL2 (ε[log ε]) .

En résumé, nous avons obtenu le théorème suivant :

Théorème 1.8. Pour fi ∈ Hm(Ωi) et fe ∈ Hm(Ωε
e), avec m ∈ N aussi grand que nécessaire,

à supports compact dans Ωi et Ωε
e. Les solutions vεβ du problème d’impédance (1.37) et uε du

problème de transmission (1.32) vérifient :

‖vεβ − uεi‖0,Ωi = O(ε[log ε]), (1.49)

‖vεβ − uεi‖1,Ωi = O(
√
ε) (1.50)

et
‖vεβ − uεi‖∞,Ωi = O(

√
ε). (1.51)
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DE TYPE VENTCEL ET DE TRANSMISSION

Remarques :
— Concernant la régularité nécessaire à l’obtention de l’estimation en norme L∞, on

pourra se reporter à la remarque suivant le théorème 1.1.
— Si par hasard on a c0(1)

β = d0(1) dans (1.39) et (4.29), alors l’estimation (1.49) devient

‖vεβ − uεi‖0,Ωi = O
(
ε

3
2 [log ε]

)
.
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Chapitre 2

Conditions d’impédance modifiées

Ce chapitre a pour vocation de proposer quelques moyens de contrecarrer la dégradation
de la vitesse de convergence entre solutions des problèmes d’impédance et de transmission.
Nous avons vu en effet dans les théorèmes 1.5 et 1.8 que cette convergence était d’ordre ε
pour l’erreur L2 et

√
ε pour les erreurs H1 et L∞ alors que, dans le cas régulier — d’après

[34] —, elle est d’ordre ε2 (voire ε3 lorsque la courbure de la couche mince est nulle) à la fois
pour l’erreur L2 et l’erreur H1.

Une première partie aura pour objectif de retourner sur les origines de cette perte de
convergence et de proposer des méthodes alternatives visant à combler l’écart s’étant creusé
entre cas régulier et non régulier. Deux approches seront distinguées : la correction de l’erreur
L2 et la correction des erreurs L∞ et H1.

La correction de l’erreur L2 s’effectuera selon deux moyens. Le premier consiste en l’utili-
sation d’une condition d’impédance — multi-échelle — à coefficient variable α• en lieu et place
de α. La fonction α• est affine par morceaux, constante égale à α à partir d’un certain rang ;
nous verrons que notre objectif sera de déterminer à quel moment α• doit devenir constante
afin d’améliorer l’erreur L2. Le second moyen consiste en l’utilisation d’une condition d’im-
pédance de type Ventcel. Celle-ci, contrairement à la première, n’est pas multi-échelle mais
comporte une dérivée tangentielle seconde précédée d’une constante β. Dans ce cas, notre
objectif sera de déterminer pour quelle(s) valeur(s) de β nous pouvons améliorer l’erreur L2.
Dans les deux cas, cela nécessitera un travail particulier sur les profils.

La correction des erreurs H1 et L∞ ne pourra pas s’effectuer selon des conditions d’im-
pédance modifiées, nous devrons donc considérer un autre moyen : approcher la solution du
problème de transmission par le début de son développement asymptotique. Ceci nécessitera
aussi un travail particulier sur les profils ainsi que la capacité de calculer les coefficients de
singularités de la solution du problème de transmission

Des propositions émises naît la nécessité de simuler numériquement les profils ; une se-
conde partie sera donc consacrée à la satisfaction de ce besoin et à l’établissement de quelques
résultats sur ces profils simulés.

Finalement, forts des résultats préalables, nous étudierons les validités théorique et pra-
tique des méthodes proposées en première partie.
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2.1 Introduction : stratégies

2.1.1 ... pour l’erreur L2

Origine de l’erreur

Rappelons que l’erreur commise entre les solutions des problèmes de transmission et
d’impédance avec condition de Robin pour la norme L2 (établie au chapitre 1, page 48) avait
été obtenue en comparant le début de leurs développements asymptotiques :

uεi = u0
reg,i + d0χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
+ εu1

ϕ,i[log ε] + εu1
r,i +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
et

vε = v0
reg + c0χ1(r)

√
εp0

r

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

ϕ[log ε] + εv1
r +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
.

Une comparaison terme à terme nous avait alors permis d’aboutir à (en notant que u0
reg,i =

v0
reg, c0 = d0 et u1

r,i = v1
r ) :

‖vε − uεi‖0,Ωi ≤ ε‖v1
ϕ − u1

i,ϕ‖0,Ωi [log ε] +
∣∣∣c0(1) − d0(1)

∣∣∣O(ε) +OL2(Ωi)
(
ε

3
2 [log ε]

)
,

où les constantes c0(1) et d0(1) sont issues des développements asymptotiques à l’infini des
profils (voir (4.17) et (4.29)).

On peut ici voir que les facteurs limitants sont ‖v1
ϕ−u1

i,ϕ‖0,Ωi et |c0(1)−d0(1)|. Nous avons
déjà vu dans la remarque suivant (1.33) que si c0(1) = d0(1) alors le terme∣∣∣c0(1) − d0(1)

∣∣∣O(ε)

disparaît de l’équation.
Ceci nous pousse à nous concentrer sur l’origine des présences de v1

ϕ et u1
i,ϕ dans les

développements asymptotiques. Ils y apparaissent à cause du remplacement des singularités
par des profils à la première étape. En effet, ils sont solutions de problèmes ayant des se-
conds membres construits à l’aide des développements à l’infini des profils (voir lemme 1.1).
Plus précisément, étant d’ordre 1 dans les développements asymptotiques des solutions des
problèmes de transmission et d’impédance, ils sont associés aux termes d’ordre −1 dans les
développements à l’infini des profils. Puisque ce sont eux que nous utiliserons par la suite,
regardons les premiers termes des développements à l’infini des profils p0

r et q0
i (voir 4.17 et

4.29) :
p0

r = s0 + χ0
(
p0(1)

r + c0(1)s−1
)

+ χ0O
(
r−

3
2 log2 r

)
et

q0
i = s0 + χ0

(
p0(1)

r + d0(1)s−1
)

+ χ0O
(
r−

3
2 log2 r

)
.

On peut observer que la première différence à l’infini entre p0
r et q0

i est celle entre les
coefficients du premier ordre c0(1) et d0(1). Par ailleurs, les procédés de construction des
seconds membres des problèmes définissant v1

ϕ et u1
i,ϕ étant identiques, on en déduit que c’est

encore la différence entre c0(1) et d0(1) qui est en fait le facteur limitant de l’erreur commise. Il
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peut être « facile » de s’en convaincre en reprenant la démonstration du lemme 1.1 appliquée
à

m∑
j=0

c0
jχ1(r)ε

1
2 +j

(
pjr − q

j
i

)(r
ε
, θ

)
.

Si l’on pouvait donc avoir c0(1) = d0(1), nous gagnerions alors un ordre de vitesse de
convergence :

‖vε − uεi‖0,Ωi = OL2(Ωi)
(
ε

3
2 [log ε]

)
.

Cependant, p0
r et q0

i sont a priori différents ainsi que c0(1) et d0(1). Nous proposons donc
de nous intéresser à des problèmes d’impédance légèrement différents — deux pour être exact
— mais approchant toujours notre problème de transmission initial. En effet, en modifiant
la condition d’impédance sur Γr de façon à introduire un paramètre supplémentaire, nous
pourrions grace à celui-ci faire en sorte que les coefficients du premier ordre des profils p0

r et
q0

i : c0(1) et d0(1), soient égaux et alors gagner un ordre de vitesse de convergence.

Première stratégie : condition d’impédance de type Robin avec coefficient
variable

La première de ces nouvelles conditions d’impédance consiste donc dans la considération
du paramètre α dans la condition d’impédance sur Γr comme étant non plus une constante
mais une fonction que l’on notera α•. Cette fonction dépend d’un paramètre noté ρ• sur
lequel on jouera afin d’obtenir c0(1)

• = d0(1). La condition sur Γr devient alors une condition
multi-échelle et nous avons comme nouveau problème d’impédance :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα•

(
x

ε

)
∂νv

ε = 0 sur Γr,

(2.1)

où α• sera affine sur [0, ρ•] (valant Cα en 0) et constante égale à α sur [ρ•,+∞[ comme on
peut le voir sur la figure 2.1. Nous verrons que le choix pertinent correspond à Cα ≤ α.

½

®²
®

C®

½²

Figure 2.1 – Fonction α•.

Remarque : Des versions plus lisses de la fonction α• pourrait être envisagées. Toutefois,
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cela augmente le nombre de paramètres à déterminer sans, a priori, fournir de meilleurs ré-
sultats. Nous prenons donc α• sous la forme la plus simple possible.

Le problème (2.8) admet un développement asymptotique du même type que celui du
problème d’impédance initial, ceci est mentionné dans la remarque suivant le théorème 1.2
(page 34). Cependant, les profils associés à ce problème sont légèrement différents (bien qu’ils
connaissent eux aussi un développement à l’infini similaire à celui des profils du problème
d’impédance initial, voir remarque en fin de section 4.1.6 page 147) ; ils sont définis comme
étant solutions de : 

α∆pjr• = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
r• = 0 sur Γ∞n ,

pjr• + α•∂νp
j
r• = 0 sur Γ∞r ,

pjr• ∼ sj lorsque r → +∞.

(2.2)

En effet, dans la construction des profils intervient la fonction de troncature χ0 (qui vaut 0
dans un voisinage de l’origine) et rend donc le processus aveugle au fait que α• varie dans le
voisinage de l’origine. Tous les résultats sur les profils d’impédance s’appliquent donc direc-
tement dans ce cas.

Du point de vue numérique, la condition multi-échelle demande que le raffinement du
maillage soit suffisamment important pour la prendre en compte. Cependant, la singularité
du problème fait qu’un raffinement important est d’ores et déjà nécessaire et qu’il n’y a pas
besoin en pratique de raffiner plus pour prendre en compte cette condition multi-échelle.

Deuxième stratégie : condition d’impédance de type Ventcel

Cette deuxième stratégie opère pour les problèmes de transmission du type de (1.32)
et non plus (1.16) (voir remarque suivant le théorème 1.1 pour la gestion des conditions
ponctuelles). Elle consiste à introduire une dérivée tangentielle seconde dans la condition
(dite alors de Ventcel) sur Γr — et que l’on notera dorénavant Γv — puis de jouer sur le
paramètre β associé. Cette nouvelle condition n’est pas, cette fois-ci, multi-échelle ; il s’agit
du problème (1.37) étudié en section 1.4 que nous rappelons ci-dessous :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα∂νv
ε − ε2β∂2

τv
ε = 0 sur Γv,

vε = 0 sur Γd, O et A.

Les profils associés à ce problème sont les solutions de (4.30) et ont été étudiées au cha-
pitre 4 dans la section 4.3.
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Dans les deux cas, il s’agit d’un travail sur les profils. Plus précisément, on veut être
capable de déterminer numériquement les constantes ρ• et β afin « d’égaliser » les constantes
c0(1) et d0(1), ce qui pose la question de la simulation des profils. Comme cette question se
pose aussi pour la méthode visant à améliorer les erreurs H1 et L∞, nous la traiterons après
avoir expliqué en quoi consiste cette dernière.

2.1.2 ... pour les erreurs H1 et L∞

Les méthodes améliorant l’erreur L2 n’améliorent pas a priori les erreurs H1 et L∞, il
est donc nécessaire d’envisager un autre moyen pour celles-ci.

D’après le théorème 1.5, et plus particulièrement sa démonstration, les erreurs en normes
H1 et L∞ sont données par :

‖vε − uεi‖1,Ωi ≤ C
√
ε‖∇(p0

r − q0
i )‖0,Ω∞i +OH1(Ωi) (ε[log ε]) ,

et
‖vε − uεi‖∞,Ωi ≤ C

√
ε‖p0

r − q0
i ‖∞,Ω∞i +OL∞(Ωi) (ε[log ε]) .

Cette fois-ci, les facteurs limitants sont dûs à la différence entre p0
r et q0

i au lieu de la
différence entre les premiers termes de leurs développements. L’idée que l’on a vue pour
améliorer l’erreur L2 ne s’applique donc pas ici. Il convient alors d’envisager d’autres façons
d’approcher le problème de transmission.

Pour cela, rappelons que l’intérêt d’approcher la transmission par l’impédance est d’éva-
cuer les problèmes engendrés par la couche de taille ε ; il convient donc de considérer des
problèmes dont la géométrie ne dépend pas de ε. Si l’on observe le début du développement
asymptotique de uε, solution du problème de transmission :

uεi = u0
i,reg + d0χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
+ εu1

i,ϕ[log ε] + εu1
i,r +OH1(Ωi)

(
ε

3
2 [log ε]

)
,

on peut constater que les problèmes qui définissent u0
i,reg et q0

i ne dépendent pas de ε. L’idée
que nous proposons donc est d’approcher uεi par le début de son développement asymptotique :

wεi = u0
i,reg + d0χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
. (2.3)

On a alors immédiatement que

‖uεi − wεi ‖1,Ωi = O(ε[log ε]) et ‖uεi − wεi ‖∞,Ωi = O(ε[log ε]), (2.4)

ce qui est meilleur que l’approximation par l’impédance ou simplement par u0
i (‖uεi−u0

i,reg‖Ωi =
O(
√
ε)). Cela nécessitera cependant de calculer u0

i,reg (ou plutôt u0
i ), q0

i et d0. Il suffira ensuite
d’effectuer le changement variable r 7→ ε−1r sur le q0

i précalculé puis de projeter (ou plaquer)
le résultat sur le domaine de u0

i,reg — lequel est le domaine intérieur de uεi — pour obtenir
l’approximation de ce dernier.
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En outre, il y a une économie de temps de calcul : deux problèmes à résoudre quel que
soit ε contre un problème par ε dans le cas d’un calcul direct ou de l’approximation par
l’impédance.

Nous appellerons cette méthode par la suite : méthode de plaquage des profils.

2.2 Simulation des profils

Que ce soit pour le calcul du ρ• du problème d’impédance avec condition de Robin à
coefficient variable, du β du problème d’impédance avec condition de Ventcel ou parce qu’ils
apparaissent explicitement dans la méthode de plaquage des profils, nous avons vu dans la
section précédente que nous avions besoin de calculer numériquement les profils. La sous-
section ci-dessous présente les méthodes mise en œuvre à cette fin ; nous commencerons par
aborder la démarche commune aux trois types de profils puis nous regarderons leurs spé-
cificités séparément. Nous verrons ensuite dans une seconde sous-section quelques résultats
théoriques et numériques sur ces profils simulés.

2.2.1 Méthodes de simulation des profils

Démarche commune

Le point commun et premier problème qui se pose quant à la simulation de ces deux pro-
blèmes concerne les domaines sur lesquels ils sont posés : ils sont infinis ! Il est bien entendu
impossible pour l’ordinateur de considérer de tels domaines, il faut donc se ramener à des
domaines bornés. Ainsi, le demi plan et la demi bande infinis deviennent un demi disque et
une demi bande finie (comme on peut le voir sur la figure 2.5 plus bas).

Ceci pose le deuxième problème : quelles conditions mettre sur les bords que nous venons
de définir ? Nous avons opté pour la considération de conditions approchées tenant compte
du comportement à l’infini des profils et donc nécessitant des domaines de grande taille. Ce-
pendant, d’autres moyens les simuler étaient envisageables, notamment par l’utilisation de
conditions intégro-différentielles. Ces dernières auraient l’avantage de fournir des conditions
exactes. Par ailleurs, elles ne nécessitent pas a priori de domaines de grandes tailles, ce qui
constitue un autre avantage. Toutefois, elles sont plus difficiles à incorporer à un code élé-
ments finis existant (voir [24]).

Profils du problème avec condition d’impédance de type Robin
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CHAPITRE 2. CONDITIONS D’IMPÉDANCE MODIFIÉES

On veut dans ce paragraphe déterminer un moyen de simuler le profil p0
r• solution de

α∆p0
r• = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
0
r• = 0 sur Γ∞n ,

p0
r• + α•∂νp

0
r• = 0 sur Γ∞r ,

p0
r• ∼ s0 lorsque r → +∞,

les cas α• constant et variable étant tous deux à considérer. Pour cela, comme mentionné
plus haut, on commence par tronquer le domaine Ω∞i en un demi-disque de rayon R comme
on peut le voir sur les figures 2.2 et 2.3.

Figure 2.2 – Domaine de définition des
profils du problème avec condition d’impé-
dance de type Robin

Figure 2.3 – Domaine de calcul des profils
du problème avec condition d’impédance
de type Robin.

Notons pr• l’approximation de p0
r• ; pr• vérifie un problème de la forme

α∆pr• = 0 dans ΩR
i ,

∂νpr• = 0 sur ΓRn ,

pr• + α•∂νpr• = 0 sur ΓRr ,

+ condition sur ΓRi ,

(2.5)

où la condition sur ΓRi est à déterminer. Plusieurs options s’offrent à nous, c’est l’objet du
sous-paragraphe suivant.

Condition de bord sur ΓRi

La première idée consiste à utiliser des conditions de Dirichlet : pr• = s0 ou de Neu-
mann : ∂νpr• = ∂νs

0. Dans ces deux cas, l’existence et l’unicité d’une solution au problème
(2.5) sont garanties. Cependant, nous pouvons aussi chercher une condition de bord de type
Robin. En effet, nous en savons plus sur ce profil grâce à la formule (4.17) rappelée ci-dessous :

p0
r• = s0 + χ0

(
p0(1)

r + c
0(1)
• s−1

)
+ χ0OL2(Ω∞i )

(
r−

3
2 log r

)
,
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où
p0(1)

r = α
1

2π
1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

Rappelons que χ0 est une fonction de troncature nulle proche de l’origine et valant 1
loin ce celle-ci. Comme nous prendrons R grand afin de simuler une condition à l’infini, nous
pourrons considérer que χ0 vaut 1 sur le bord ΓRi .

Observons ensuite que, sur ΓRi ,

∂νs
0 = s0

2R et ∂νs
−1 = −s

−1

2R .

L’inconvénient de s−1 est qu’il est associé à la constante c0(1) et d0(1) qui est inconnue. Il
ne fait donc pas un bon candidat à une condition de bord que nous voulons explicite. Pour
l’éliminer, le plus simple est d’utiliser une condition de Robin basée sur l’égalité ci-dessus.
Nous avons sur ΓRi ,

∂νp
0
r + 1

2Rp
0
r =

[
∂νs

0 + 1
2Rs

0
]

+
[
∂νp

0(1)
r + 1

2Rp
0(1)
r

]
+OL2(Ω∞i )

(
r−

5
2 log r

)
.

Comme, toujours sur ΓRi ,

∂νs
0 + 1

2Rs
0 = s0

R
,

et

∂νp
0(1)
r + 1

2Rp
0(1)
r = α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
,

nous pouvons alors prendre comme condition de Robin

∂νpr• + 1
2Rpr• = g

avec
g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
.

Comme g ∈ L2(ΓRi ), on a donc existence et unicité de la solution au problème (2.5) pour
cette condition de Robin. On obtient immédiatement la proposition suivante, laquelle nous
donne les erreurs commises en fonction de R et de la condition choisie :

Proposition 2.1. Soient pjr• le profil solution du problème (2.2) et pr• la solution de (2.5).
Si la condition sur ΓRi est de type :
Dirichlet : pr• = s0, alors ‖p0

r• − pr•‖1,ΩRi ≤ C‖p
0
r• − s

0‖0,ΓRi = OL2(ΓRi )(logR);

Neumann : ∂νpr• = ∂νs
0, alors ‖p0

r•−pr•‖1,ΩRi ≤ C‖∂νp
0
r•−∂νs

0‖0,ΓRi = OL2(ΓRi )(R−1 logR);

Robin : ∂νpr• + 1
2Rpr• = g avec g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
, alors

‖p0
r• − pr•‖1,ΩRi ≤ C‖p

0
r• + 2R∂νp0

r• − g‖0,ΓRi = OL2(ΓRi )(R
−2 logR).
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Démonstration. Pour chaque condition, il suffit de calculer l’estimation a priori obtenue à
partir du problème dont p = pjr• − pr• est solution :

α∆p = 0 dans ΩR
i ,

∂νp = 0 sur ΓRn ,

p+ α•∂νp = 0 sur ΓRr ,

+ condition sur ΓRi .

C’est donc la condition de Robin que nous conserverons. Notons que la condition de
Dirichlet ne fournit pas en réalité une approximation. Nous pouvons maintenant énoncer la
proposition-définition suivante :

Définition 2.1. L’approximation pr• du profil p0
r•, profil du problème d’impédance avec condi-

tion de Robin, est définie comme l’unique solution du problème :

α∆pr• = 0 dans ΩR
i ,

∂νpr• = 0 sur ΓRn ,

pr• + α•∂νpr• = 0 sur ΓRr ,

∂νpr• + 1
2Rpr• = g sur ΓRi ,

où
g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
;

la formulation variationnelle associée à ce problème est : pour tout v ∈ H1(ΩR
i ),∫

ΩRi
∇pr• · ∇v +

∫
ΓRr

pr•v

α•
+ 1

2R

∫
ΓRi
pr•v =

∫
ΓRi
gv.

De plus on a
‖p0

r• − pr•‖1,ΩRi = OL2(ΓRi )(R
−2 logR).

Comparaison de pr• pour différentes conditions de bord et différents R

Des simulations ont été effectuées afin de tester les différentes conditions de bord et de
déterminer un rayon R à partir duquel l’approximation pr• de p0

r• pourrait être jugée comme
étant satisfaisante. Comme il est impossible de comparer pr• à p0

r• numériquement, nous
devons faire autrement.
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Pour cela, prenons R1, R2 ∈ R∗+ tels que R1 < R2, nous obtenons alors deux domaines
ΩR1

i et ΩR2
i (ΩR1

i ⊂ ΩR2
i ) sur lesquels nous calculerons les approximations de profils asso-

ciées pr•,1 et pr•,2. Ces deux profils sont calculés à l’aide de la même condition de bord sur
ΓRki , k ∈ {1, 2}. D’après la proposition 2.1, pr•,2 fournit asymptotiquement une meilleure
approximation de p0

r• que pr•,1. Comparer deux approximations de profils calculées avec des
conditions de bord différentes ne faisant guère sens, il a été préféré de ne pas comparer les dif-
férentes méthodes d’approximations à une approximation de référence (avec R2 très grand) ;
ce qui nécessitait par ailleurs de choisir l’une des méthodes à tester.

Par ailleurs, puisque les profils sont définis sur des domaines infinis, l’impact du rayon de
troncature R devrait pouvoir être considéré comme négligeable. Autrement dit, l’erreur entre
pr•,1 et pr•,2 (calculée sur ΩR1

i ) se doit d’être la plus petite possible pour que la méthode
d’approximation puisse être considérée comme bonne outre les erreurs théoriques obtenues
plus haut. Usuellement, nous fixerions R2 et nous observerions la convergence de pr•,1 vers
pr•,2 afin de déterminer pour quelle valeur de R1 l’erreur commise est suffisamment petite.
Ici, ce n’est pas le cas. En effet, comme l’erreur ne peut être calculée que sur ΩR1

i (pr•,1 n’est
pas défini sur ΩR2

i ), nous aurions été obligés de comparer les erreurs entre pr•,1 et pr•,2 cal-
culées avec des valeurs de R1 différentes. Ceci n’étant guère pratique et le but étant de voir
l’évolution de l’erreur entre pr•,1 et pr•,2 pour des rayons R dépassant 150 afin de déterminer
une valeur de R au delà de laquelle nous aurions peu d’intérêt à aller, cela n’a pas été fait.
Nous fixons donc R1 et faisons varier R2 afin de voir comment l’erreur se dégrade ; ainsi, nous
n’observons pas de convergence dans les tableaux ci-dessous.

Les résultats suivants proviennent de tests effectués avec les paramètres α• = α = 0.5, et
R1=150.

Avec une condition de Dirichlet sur ΓRki , k ∈ {1, 2}, nous avons :

R2 160 170 180 190 200
erreur relative L2 3.16.10−2 5.85.10−2 8.22.10−2 1.033.10−1 1.224.10−1

erreur relative H1 3.16.10−2 5.85.10−2 8.22.10−2 1.034.10−1 1.224.10−1

Pour Neumann :

R2 160 170 180 190 200
erreur relative L2 2.25.10−2 4.25.10−2 6.04.10−2 7.66.10−2 9.12.10−2

erreur relative H1 2.25.10−2 4.25.10−2 6.04.10−2 7.6.10−2 9.12.10−2

Enfin, pour Robin :

R2 160 170 180 190 200
erreur relative L2 3.35.10−5 6.07.10−5 8.27.10−5 1.007.10−4 1.161.10−4

erreur relative H1 3.40.10−5 6.10.10−5 8.30.10−5 1.009.10−4 1.162.10−4

Les trois méthodes sont donc de ce point de vue valables. En effet, l’erreur maximale
observée est d’ordre 10−1% pour Dirichlet, 10−2% pour Neumann et 10−4% pour Robin ; la
meilleure est comme prévu celle de Robin. Dans tous les cas il y a très peu de différence entre
pr•,1 et pr•,2, par la suite nous simulerons donc notre profil sur ΩR

i avec R = 150.
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Profils du problème de transmission

Le processus est le même que ci dessus, on tronque le domaine Ω∞i en un demi-disque de
rayon R et le domaine Ω∞e en un pavé de longueur R comme on peut le voir sur les figures

2.4 et 2.5. On notera ΩR =
◦

ΩR
i ∪ ΩR

e , ΓR = ΓRi ∪ ΓRe et Γn = Γ1,R
n ∪ Γ2,1

n .

Figure 2.4 – Domaine de définitions des
profils du problème de transmission.

Figure 2.5 – Domaine de calcul des profils
du problème de transmission.

Notons q l’approximation de q0, définie par un problème de la forme

α∆qi = 0 dans Ωi,

∆qe = 0 dans ΩR
e ,

qi = qe sur Γr,

α∂νqi = −∂νqe sur Γr,

∂νq = 0 sur Γn,

qe = 0 sur ΓRd ,

+ condition sur ΓRi ,

+ condition sur ΓRe ,

(2.6)

où les conditions sur ΓRi et ΓRe sont à déterminer.

L’idée étant la même que pour le profil du problème d’impédance, allons droit au but.
Comme nous avons (formule (4.29))

q0 = s0
0 + χ0

(
q0(1) + d0(1)s−1

0

)
+ χ0OL2(Ω∞i )

(
r−

3
2 log r

)
,

où
q

0(1)
i = p0(1)

r = α
1

2π
1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
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et
q0(1)

e = −αy + 1√
x
,

il est clair que nous pouvons reprendre la même condition de Robin que précédemment sur
ΓRi :

∂νq + 1
2Rq = g,

avec

g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
.

Reste donc à déterminer une condition sur ΓRe . Comme nous avons sur ΓRe

∂νq
0(1)
e = − 1

2Rq
0(1)
e ,

selon le même principe que sur ΓRi , nous en déduisons que nous pouvons prendre comme
condition de Robin sur ΓRe ,

∂νq + 1
2Rq = 0.

L’analogue de la proposition 2.1 est aussi valable pour le profil de transmission :

Proposition 2.2. Soient qj le profil solution du problème (4.18) et q la solution de (2.6). Si
la condition sur ΓR est de type :
Dirichlet : q = s0

0, alors ‖q0 − q‖1,ΩR ≤ C‖q0 − s0
0‖0,ΓR = OL2(ΓR)(logR);

Neumann : ∂νq = ∂νqs
0
0, alors ‖q0 − q‖1,ΩR ≤ C‖∂νq0 − ∂νs0

0‖0,ΓR = OL2(ΓR)(R−1 logR);

Robin : ∂νq + 1
2Rq = χΩRi

g avec g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
, alors

‖q0− q‖1,ΩR ≤ C
(
‖q0

i + 2R∂νq0
i − g‖0,ΓRi + ‖q0

e + 2R∂νq0
e‖0,ΓRe

)
= OL2(ΓR)(R−2 logR).

De même, nous avons l’analogue de la proposition-définition 2.1 :

Définition 2.2. L’approximation q du profil q0 est définie comme l’unique solution du pro-
blème : 

α∆qi = 0 dans Ωi,

∆qe = 0 dans ΩR
e ,

qi = qe sur Γr,

α∂νqi = −∂νqe sur Γr,

∂νq = 0 sur Γn,

qe = 0 sur ΓRd ,

∂νqi + 1
2Rqi = g sur ΓRi ,

∂νqe + 1
2Rqe = 0 sur ΓRe ,
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où
g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
;

la formulation variationnelle associée à ce problème est : pour tout v ∈ Vq = {v ∈ H1(ΩR) :
v|ΓRd = 0}, ∫

ΩR
(αχΩRi

+ χΩRe )∇q · ∇v + α

2R

∫
ΓRi
qiv + 1

2R

∫
ΓRe
qev =

∫
ΓRi
gv.

De plus on a
‖q0 − q‖1,ΩR = OL2(ΓR)(R−2 logR).

Profils du problème avec condition d’impédance de type Ventcel

On veut ici trouver un problème permettant d’approcher la solution p0
v,β du problème

suivant : 

α∆p0
v,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
0
v,β = 0 sur Γ∞n ,

p0
v,β + α∂νp

0
v,β − β∂2

τp
0
v,β = 0 sur Γ∞v ,

p0
v,β = 0 en O,

p0
v,β ∼ s0 lorsque r → +∞.

Comme précédemment, on tronque le domaine infini en un demi disque de grande taille
(voir figures 2.6 et 2.7) et on note pv,β l’approximation de p0

v,β sur ce domaine.

Figure 2.6 – Domaine de définition des
profils du problème avec condition d’impé-
dance de type Ventcel

Figure 2.7 – Domaine de calcul des profils
du problème avec condition d’impédance
de type Ventcel tronqué

À l’instar des cas précédents, nous prendrons une condition de Robin sur ΓRi . En effet, les
débuts des développements à l’infini des profils des problèmes avec conditions d’impédance
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de types Robin et Ventcel sont identiques :

p0
v,β = s0 + χ0

(
p

0(1)
v,β + c0(1)s−1

)
+ χ0OL2(Ω∞i )

(
r−

3
2 log r

)
où

p
0(1)
v,β = p0(1)

r = α
1

2π
1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

Le point de départ et les processus étant identiques, il en va de même pour la conclusion :
nous utiliserons comme condition de bord sur ΓRi

∂νpv,β + 1
2Rpv,β = g,

avec

g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
.

Cependant, la condition de Ventcel introduit une difficulté supplémentaire : elle nous
impose de devoir trouver une condition au point A. Afin d’observer cela, regardons la formu-
lation variationnelle du problème dont notre approximation p est solution :



α∆pv,β = 0 dans ΩR
i ,

∂νpv,β = 0 sur ΓRn ,

pv,β + α∂νpv,β − β∂2
τpv,β = 0 sur ΓRv ,

pv,β = 0 en O,

∂νpv,β + 1
2Rpv,β = g sur ΓRi .

Pour tout v ∈ Vv = {v ∈ H1(ΩR
i ) ∩H1(ΓRv )/v(O) = 0}, on a

α

∫
ΩRi
∇pv · ∇v +

∫
ΓRv
pv,βv − β

∫
ΓRv
∂2
τpv,βv + α

2R

∫
ΓRi
pv,βv = α

∫
ΓRi
gv.

Ce qui devient à l’aide d’une intégration par parties sur ΓRv :

α

∫
ΩRi
∇pv,β · ∇v +

∫
ΓRv
pv,βv + β

∫
ΓRv
∂τpv,β∂τv − β∂τpv,β(A)v(A) + α

2R

∫
ΓRi
pv,βv = α

∫
ΓRi
gv,

puisque v ∈ Vv et donc v(O) = 0.

Nous voyons donc que la condition de Ventcel fait apparaître dans la formulation varia-
tionnelle un terme ponctuel : −β∂τpv,β(A)v(A), qui fait que le problème est mal posé. Nous
sommes donc contraints d’ajouter une condition ponctuelle en A afin d’éliminer ce terme, là
encore, plusieurs choix s’offrent à nous.
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Conditions ponctuelles en A

Puisque on veut p0
v,β ∼ s0 lorsque r → +∞ et que s0|ΓRv = 0, trois possibilités s’offrent à

nous, une condition ponctuelle de :

Dirichlet, pv,β(A) = 0 ;

Neumann, ∂xpv,β(A) = 0 ;

Robin, ∂xpv,β(A) + 1
2Rpv,β(A) = g(A) qui est en fait un prolongement de la condition de

Robin sur ΓRi à A.

Ces trois conditions sont à mettre en lien avec la condition utilisée sur ΓRi mais pas
forcément en correspondance : nous utiliserons comme précédemment la condition de Robin
sur ΓRi et les trois conditions ci-dessus peuvent fonctionner avec. Les deux premières font
disparaître le terme ponctuel. Avec la troisième il devient :

+ β

2Rpv,β(A)v(A),

et devrait alors apparaître au second membre un autre terme ponctuel :

+g(A)v(A).

Le problème est alors bien posé sur l’espace variationnel Vv = {w ∈ H1(ΩR
i ) : γ0(w) ∈

H1(ΓRv ), w(O) = 0 (et éventuellement w(A) = 0)} et les termes ponctuels font bien sens
puisque H1(ΓRv ) s’injecte dans C0(ΓRv ).

Se pose alors la question qui s’est posée pour le profil d’impédance avec condition de
Robin : quelle est l’erreur commise lorsqu’on calcule deux profils avec la même condition
ponctuelle mais sur des rayons différents ? Des simulations ont été faites en ce sens.

Comparaison de pv,β pour différentes conditions ponctuelles et R

Pour cela, reprenons R1, R2 ∈ R∗+ tels que R1 < R2 et les deux domaines ΩR1
i et ΩR2

i
(ΩR1

i ⊂ ΩR2
i ) sur lesquels nous calculerons les approximations de profils associées pv,1 et pv,2.

Nous avons donc deux points A : Ak, k ∈ {1, 2}. Pour les mêmes raisons que dans le cas
du choix de la condition de bord sur ΓRi , les deux profils sont calculés à l’aide de la même
condition ponctuelle en Ak, k ∈ {1, 2} et l’erreur est calculée sur ΩR1

i . Les résultats suivant
proviennent de tests effectués avec les paramètres α = β = 0.5 et R1=150.

Avec une condition de Dirichlet en A, nous avons :

R2 160 170 180 190 200
erreur relative L2 1.4.10−3 1.5.10−3 1.6.10−3 1.7.10−3 1.7.10−3

erreur relative H1 1.7.10−3 1.9.10−3 1.9.10−3 2.10−3 2.10−3

Pour Neumann et Robin (résultats inexplicablement identiques) :
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R2 160 170 180 190 200
erreur relative L2 2.416.10−5 4.368.10−5 5.889.10−5 7.187.10−5 8.193.10−5

erreur relative H1 2.481.10−5 4.4.10−5 5.918.10−5 7.208.10−5 8.211.10−5

Les erreurs fournies par les conditions de Neumann et Robin sont meilleures, ce sont
donc elles que nous privilégierons. Cette infériorité de la condition de Dirichlet pouvait être
attendue, en effet celle-ci impose une contrainte non naturelle au profil simulé comme on peut
le voir sur la figure 2.8. Cette dernière représente la trace du profil sur Γv pour une condition
ponctuelle de Neumann ou Robin (en haut) et de Dirichlet (en bas).

Figure 2.8 – Traces sur Γv des profils avec diverses conditions au point A.

Nous avons opté pour l’utilisation de la condition ponctuelle de Robin. Nous avons donc
la proposition-définition suivante :

Définition 2.3. L’approximation pv,β du profil p0
v,β, profil du problème d’impédance avec

condition de Ventcel, est définie comme l’unique solution du problème :

α∆pv,β = 0 dans ΩR
i ,

∂νpv,β = 0 sur ΓRn ,

pv,β + α∂νpv,β − β∂2
τpv,β = 0 sur ΓRv ,

pv,β(O) = 0,

pv,β(A) + 2R∂τpv,β(A) = 0,

pv,β + 2R∂νpv,β = g sur ΓRi ,
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où
g = s0

R
+ α

1
2πR

3
2

sin
(
θ

2

)
;

la formulation variationnelle associée à ce problème est : pour toutv ∈ Vv = {v ∈ H1(ΩR
i ) ∩

H1(ΓRv )/v(O) = 0},

α

∫
ΩRi
∇pv,β · ∇v +

∫
ΓRv
pv,βv + β

∫
ΓRv
∂τpv,β∂τv + β

2Rpv,β(A)v(A) + α

2R

∫
ΓRi
pv,βv = α

∫
ΓRi
gv.

De plus, on a
‖p0

v,β − pv,β‖Vv = OL2(ΓRi )(R
−2 logR),

où ‖.‖2Vv = ‖.‖21,ΩRi + ‖.‖21,ΓRi .

Approximation des coefficients de singularité c0(1) et d0(1)

Regardons maintenant comment approcher c0(1) et d0(1). Usant du fait que la famille(
sin
((

1
2 + n

)
θ
))

n
est orthogonale pour le produit scalaire usuel de L2(0, π), nous obtenons

que∫
ΓRi

(p0
r − s0 − p0(1)

r ) sin
(
θ

2

)
=
∫ π

0
(p0

r − s0 − p0(1)
r ) sin

(
θ

2

)
Rdθ = c0(1)√Rπ2 +O(R−

1
2 logR)

et donc
c0(1) = 2

π
√
R

∫
ΓRi

(p0
r − s0 − p0(1)

r ) sin
(
θ

2

)
+O(R−1 logR).

Nous obtenons une formule analogue pour d0(1) et pouvons alors définir une approximation
de c0(1) et d0(1).

Définition 2.4. On nomme c(1) l’approximation de c0(1) et d(1) celle de d0(1). Elles sont
définies par

c(1) = 2
π
√
R

∫
ΓRi

(pr − s0 − p0(1)
r ) sin

(
θ

2

)
,

et
d(1) = 2

π
√
R

∫
ΓRi

(q − s0 − q0(1)
i ) sin

(
θ

2

)
.

De plus, nous avons les estimations suivantes :

|c0(1) − c(1)| = O(R−1 logR)

et
|d0(1) − d(1)| = O(R−1 logR).

Remarque : Dans la suite, afin de bien visualiser la dépendance de la constante c(1) dans
les paramètres ρ• et β, on la notera c(1)

• , respectivement c(1)
β , lorsque nous aurons pr• , respec-

tivement pv,β, à la place de pr.
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2.2.2 Résultats sur les profils simulés

À partir des simulations effectuées, des observations ont été faites. Cette sous-section a
pour vocation de démontrer théoriquement certaines de ces observations numériques ainsi
que de faire état de ce qui n’a pu être démontré.

Proposition 2.3. Les solutions des problèmes établis dans les définitions 2.1, 2.2 et 2.3 – pr,
pv,β et q –, permettant de simuler les profils d’impédances et de transmission sont positives.

Démonstration. On rappelle que

g(r, θ) = χΓRi
(r, θ) 1√

r
sin
(
θ

2

)(
1 + α

2πr

)
.

Ce dernier est clairement positif. L’application des théorèmes B.1 et B.2 (principes du maxi-
mum, pages 181 et 183) donne immédiatement le résultat à condition que nos solutions soient
continues sur ΩR

i et ΩR, ce que nous allons vérifier. D’après [20], [28], et [29], nous savons
que les solutions de ces problèmes admettent des décompositions de forme :

u = ureg + χ1(r)rν [log r]ϕ(θ)

où ureg ∈ H2(ΩR
i ) et [log r] désigne une dépendance polynomiale en log r.

Comme H2(ΩR
i ) s’injecte dans C0(ΩR

i ) et r 7→ rν [log r] est continue sur [0, R] pour ν > 0, on
en déduit donc la continuité.

Remarque : On peut aussi obtenir la continuité en considérant pα comme étant la solution
du problème pénalisé 

α∆pα = 0 dans ΩR
i ,

∂νpα = 0 sur ΓRn ,

∂νpα = −α−1pα sur ΓRr ,

pα + 2R∂νpα = 2Rg sur ΓRi

et en utilisant les théorèmes 9.4 et 11.4 de [27].

La positivité des profils est confirmée par les simulations. On pourra l’observer sur la
figure 2.9 par exemple.

On note C0,b
++(R+) l’ensemble des fonctions continues sur R+, bornées et dont le minimum

est strictement positif. Pour α• ∈ C0,b
++(R+), on rappelle que pr• est la solution du problème :
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Figure 2.9 – Profil d’impédance simulé pr



α∆pr• = 0 dans ΩR
i ,

∂νpr• = 0 sur ΓRn ,

pr• + α•∂νpr• = 0 sur ΓRr ,

pr• + 2R∂νpr• = 2Rg sur ΓRi .

Proposition 2.4. 1. L’application α• 7→ pr• est croissante de C0,b
++(R+) dans H1(ΩR

i ).

2. L’application α• 7→ c
(1)
• est croissante de C0,b

++(R+) dans R.

Démonstration. 1. Soient α•, α◦ ∈ C0,b
++(R+) telles que α• ≤ α◦, pr• et pr◦ les solutions

aux problèmes d’impédance de paramètres α• et α◦. On pose p = pr◦ − pr• ; p vérifie

−∆p = 0 dans ΩR
i ,

∂νp = 0 sur ΓRn ,

p+ α◦∂νp = −(α◦ − α•)∂νpr• sur ΓRr ,

p+ 2R∂νp = 0 sur ΓRi .

(2.7)

Le lemme précédent et sa démonstration nous montrent que pr• est continue - donc p
aussi - et positive sur ΩR

i . Or pr• = −α•∂νpr• sur ΓRr donc −(α◦ − α•)∂νpr• ≥ 0 sur
ΓRr . Le théorème B.1 donne alors p ≥ 0.

2. Immédiat d’après le point 1. et la définition de c(1)
• (voir définition 2.4).
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Une monotonie de la fonction β 7→ c
(1)
β a pu aussi être observée numériquement (voir

figure 2.19) ; elle serait décroissante. Cependant, aucune monotonie n’a pu être démontrée ou
observée pour la fonction de β 7→ pv,β, que ce soit sur ΩR

i ou sur ΓRi . En effet, comme on peut
le voir sur la figure 2.10, pour α = 2, β1 = 0.5, β2 = 2, la différence pv,2 − pv,1 change de
signe sur ΓRi . Ceci interdit une éventuelle démonstration de la monotonie de β 7→ c

(1)
β de la

même façon que pour la proposition 2.4 ci-dessus. Cette monotonie reste donc non démontrée
et donc incertaine.

Figure 2.10 – Trace sur ΓRi de la différence entre deux profils Ventcel pour α = 2, β1 =
0.5, β2 = 2.

Proposition 2.5. 1. L’application α• 7→ pr• est continue de C0,b
++(R+) dans H1(ΩR

i ).

2. L’application α• 7→ c
(1)
• est continue de C0,b

++(R+) dans R.

Démonstration. 1. La formulation variationnelle de (2.7) est, pour tout v ∈ H1(ΩR
i ),∫

Ωi
∇p · ∇v + 1

2R

∫
ΓRi
pv +

∫
ΓRr

1
α◦
pv =

∫
ΓRr

(α◦ − α•)∂νpr•v.

En prenant v = p et en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz puis de trace, on
aboutit à

‖∇p‖20,ΩRi + 1
2R‖p‖

2
0,ΓRi

+
∥∥∥∥∥ 1
√
α◦
p

∥∥∥∥∥
2

0,ΓRr

≤ ‖α◦ − α•‖∞,ΓRr ‖∂νpr•‖0,ΓRr ‖p‖1,ΩRi .

Par ailleurs, puisque l’inégalité de Poincaré-Friedrichs A.1 assure que

‖p‖21,ΩRi ≤ C
(
‖∇p‖20,ΩRi + ‖p‖20,ΓRi

)
,

on en déduit donc que

‖p‖21,ΩRi ≤ C‖α◦ − α•‖∞,ΓRr ‖∂νpr•‖0,ΓRr ‖p‖1,ΩRi .
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En utilisant la condition de Robin sur ΓRr : pr• + α•∂νpr• = 0, on aboutit à

‖∂νpr•‖0,ΓRr =
∥∥∥∥ 1
α•
pr•

∥∥∥∥
0,ΓRr
≤ C‖pr•‖1,ΩRi ,

d’où
‖p‖21,ΩRi ≤ C‖α◦ − α•‖∞,ΓRr ‖pr•‖1,ΩRi ‖p‖1,ΩRi .

Comme ‖pr•‖1,ΩRi ≤ C‖g‖0,ΓRi , on en déduit que

‖p‖1,ΩRi ≤ C‖α◦ − α•‖∞,ΓRr ,

et donc la continuité.

2. Il suffit de montrer la continuité de α• 7→ I• =
∫ π

0
pr•(r, θ) sin

(
θ

2

)
dθ.

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz puis de trace et finalement le point 1, on
obtient

|I◦ − I•| ≤ C‖α◦ − α•‖∞,ΓRr ,

d’où la continuité.

Proposition 2.6. 1. L’application β 7→ pv,β est continue de R+ dans H1(ΩR
i )∩H1(ΓRv ).

2. L’application β 7→ c
(1)
β est continue de R+ dans R.

Démonstration. 1. Soient β1, β2 ∈ R+, β1 ≤ β2 et pv,1, pv,2 les profils de Ventcel associés.
On note p = pv,2 − pv,1 ; il vérifie



α∆p = 0 dans ΩR
i ,

∂νp = 0 sur ΓRn ,

p+ α∂νp− β2∂
2
τp = −(β2 − β1)∂2

τpv,1 sur ΓRv ,

p(O) = 0,

p(A) + 2R∂τp(A) = 0,

p+ 2R∂νp = 0 sur ΓRi .

La formulation variationnelle de ce problème étant, pour tout v ∈ Vv,

α

∫
ΩRi
∇p·∇v+

∫
ΓRv
pv+β2

∫
ΓRv
∂τp∂τv+ β2

2Rp(A)v(A)+ α

2R

∫
ΓRi
pv =

∫
ΓRv

(β2−β1)∂2
τpv,1v.

81



2.2. SIMULATION DES PROFILS

Par ailleurs,∣∣∣∣∣
∫

ΓRv
(β2 − β1)∂2

τp
1
vv

∣∣∣∣∣ = |β2 − β1|
∣∣∣∣∣∂τpv,1(A)v(A)−

∫
ΓRv
∂τpv,1∂τv

∣∣∣∣∣
= |β2 − β1|

∣∣∣∣∣ 1
2Rpv,1(A)v(A)−

∫
ΓRv
∂τpv,1∂τv

∣∣∣∣∣
≤ C|β2 − β1|‖pv,1‖Vv‖v‖Vv

≤ C|β2 − β1|‖g‖0,ΓRi ‖v‖Vv .

En prenant v = p et en utilisant l’inégalité de Poincaré-Friedrichs A.1, on aboutit à

‖p‖Vv ≤ C|β2 − β1|

et on a donc la continuité.

2. Immédiat par 1..

Enfin, énonçons un dernier lemme sur pr dont nous aurons besoin par la suite.

Lemme 2.1. On a ∂xpr(0+, 0) = −∞.

Démonstration. On rappelle que pr est solution du problème posé dans la définition 2.1 avec
α• constante. Un développement en parties régulière-singulière similaire à ceux construits au
chapitre 1 donne le comportement de pr à proximité de l’origine :

pr ∼0 pr(0, 0) + cs,

où c ∈ R est une constante et, d’après [20], s est une singularité de la forme

s(r, θ) = r[(π − θ) sin θ + cos θ log r].

En utilisant le fait que

∂x = cos θ∂r −
sin θ
r
∂θ et ∂y = sin θ∂r + cos θ

r
∂θ,

on aboutit à
∂xs = log r + 1 et ∂ys = π − θ.

Puisque, sur Γr, ∂ypr = −∂νpr = α−1pr ≥ 0 d’après la proposition 2.3 – et que ∂ys|θ=0 = π,
on en déduit que c ≥ 0. La théorie des problèmes à coin nous dit que l’on peut dériver le
développement asymptotique mentionné ci-dessus, on a donc que

∂xpr|Γr ∼0 c log x −−−−→
x→0+

−∞.

Remarque : Bien que nous ne soyons pas parvenu à le prouver, les simulations ont
constamment montré que ∂xpr(x, 0) ≤ 0 sur Γr. Cependant, le lemme ci-dessus s’avéra suffi-
sant.
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2.3 Mises en œuvre et résultats des stratégies

2.3.1 Condition d’impédance de type Robin à coefficient va-
riable et correction de l’erreur L2

Idée générale

Commençons par rappeler que nous nous intéressons ici au problème d’impédance suivant :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα•

(
x

ε

)
∂νv

ε = 0 sur Γr,

(2.8)

où α• est représenté sur la figure 2.11.

½

®²
®

C®

½²

Figure 2.11 – Fonction α•.

Notre but est de déterminer s’il existe un paramètre ρ• de la fonction α• afin que
c(1) = d(1).

Remarquons que l’application ρ• 7→ α• est continue et décroissante. Par ailleurs, rappelons
que nous avons défini c(1)

• dans la définition 2.4 à la l’aide de la formule

c
(1)
• = 2

π
√
R

∫
ΓRi

(pr• − s0 − p0(1)
r ) sin

(
θ

2

)
. (2.9)

Ainsi, par application directe des propositions 2.4 (α• 7→ c
(1)
• croissante) et 2.5 (α• 7→ c

(1)
•

continue) et en vertu de ce qui vient d’être dit, nous en déduisons que ρ• 7→ c
(1)
• est continue

et décroissante.
La décroissance a été confirmée numériquement comme on peut le voir sur la figure 2.12.

De plus, on peut aussi voir sur ce graphe que d(1) est dans l’intervalle image de l’application ;
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si ce fait pouvait être prouvé en toute généralité, alors l’existence d’une valeur de ρ• satisfai-
sant c(1)

• = d(1) – et donc une augmentation de la vitesse de convergence – serait garantie.

L’idée est donc de montrer qu’il existe un ρ•,1 et un ρ•,2 – et donc un α•,1 et un α•,2 –
tels que les coefficients c(1)

• associés : c(1)
•,1 et c(1)

•,2 vérifient l’encadrement suivant :

c
(1)
•,2 ≤ d

(1) ≤ c(1)
•,1;

le théorème des valeurs intermédiaires nous garantirait alors l’existence d’un ρ• tel que
c

(1)
• = d(1).

La figure 2.12 nous montre que, pour ρ• = 0, i.e. α• = α, on a c(1)
• ≥ d(1) ; il est donc

naturel de considérer ρ•,1 = 0. De même, la figure 2.12 montre que c(1)
• ≤ d(1) lorsque ρ• est

grand ; nous considèrerons donc naturellement ρ•,2 = +∞, i.e. α• = Cα. Notons que lorsque
ρ• = +∞, le problème d’impédance devient un autre problème d’impédance de constante Cα.

Remarque : Si Cα = 0, ce nouveau problème d’impédance est en fait le cas limite du
problème de transmission lorsque ε tend vers 0 :

−α∆v = fi dans Ωi,

∂νv = 0 sur Γn,

v = 0 sur Γr.

(2.10)

Les profils associés vérifient :

−α∆pj = 0 dans Ωi,

∂νp
j = 0 sur Γn,

pj = 0 sur Γr,

pj ∼ sj lorsque r → +∞;

(2.11)

dont

sj +
j−1∑

n=−∞
cj(n)sn

est solution. Il n’y a cependant pas a priori unicité des cj(n) ; nous ne pouvons donc pas
approcher c0(1) dans ce cas-là.

Supposons ρ• ∈ {0,+∞}, au vu des définitions de c(1) et d(1) (voir définition 2.4), une
relation d’ordre entre pr• et q sur ΓRi aurait suffit. Toutefois, nous avons privilégié l’obtention
d’un résultat plus fort : une relation d’ordre entre pr• et q sur ΩR

i ; pour cela nous devrons
utiliser les principes du maximum énoncés en annexe B (voir théorèmes B.1 et B.2).
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Figure 2.12 – Évolution de c(1) en fonction de ρ0.

Figure 2.13 – Domaine des profils du problème de transmission tronqué

Comparaison de pr• et q sur ΩR
i

Pour comparer pr• et q sur ΩR
i , le moyen le plus naturel consiste à comparer pr• et q sur

ΓRr (puisqu’ils vérifient des conditions identiques sur les autres bords de ΩR
i ) puis appliquer

un principe du maximum B.1. Si l’on fait l’hypothèse pr• ≥ q (ou pr• ≤ q) sur ΓRr , alors par
application directe du théorème B.1 avec condition de Dirichlet sur ΓRr , alors on a pr• ≥ q (ou
pr• ≤ q) sur ΩR

i et donc sur ΓRi . L’hypothèse n’a pu être confirmée théoriquement ; cependant,
elle est aisément vérifiable numériquement.

Dans le cas du problème de transmission (1.16) — i.e. avec une condition de Neumann sur
Γ2,1

n sur la figure 2.13 —, l’hypothèse a été infirmée numériquement. Cependant, lorsque nous
avons effectué le développement asymptotique de la solution du problème de transmission
(voir sous-section 1.2.2), nous avons dilaté la couche de taille ε en une couche de taille 1 ;
toutefois, comme nous l’avions remarqué à l’époque, nous aurions aussi pu la dilater en une
couche de taille ε0 — ainsi la couche ΩR

e du profil q serait aussi de taille ε0. Une question se
pose alors : y a-t-il des ε0 pour lesquels notre hypothèse est confirmée ; numériquement, la
réponse est positive pour certaines valeurs de ε0 strictement inférieures à 1 (0.5 par exemple).
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Dans le cas du problème de transmission (1.32) — i.e. avec une condition de Dirichlet
sur Γ2,1

n sur la figure 2.13 —, l’hypothèse a été confirmée numériquement aussi bien pour une
couche d’épaisseur 1 que ε0 < 1.

Comparaison de pr• et q sur ΩR

Puisque une comparaison théorique directe sur ΩR
i n’a pu être effectuée, nous avons alors

envisagé de construire un prolongement pr• à ΩR
e afin de comparer les deux profils sur le

domaine du profil du problème de transmission : ΩR. Notons pr•,i = pr• l’approximation du
profil du problème d’impédance sur ΩR

i et pr•,e son prolongement à ΩR
e .

Un prolongement naturel pour le cas α• = α

Supposons α• = α. Remarquons tout d’abord que si pr•,i est identiquement nul sur ΓRr
(et assez régulier dans son voisinage), alors son prolongement par 0 à ΩR

e se compare à qe par
principe du maximum et les profils de transmission et d’impédance sont donc confondus.

Supposons maintenant pr•,i non identiquement nul sur ΓRr . Le prolongement doit être
construit de façon à respecter les conditions de transmission sur ΓRr . Considérons le prolon-
gement à ΩR

e suivant :

pr•,e(x, y) = pr•,i(x, 0) + αy∂ypr•,i(x, 0) = (1 + y)pr•,i(x, 0).

On a ainsi, sur ΓRr , pr•,e(x, 0) = pi(x, 0) et ∂νpr•,e(x, 0) = −α∂νpr•,i(x, 0), autrement dit, les
conditions de transmissions sont bien respectées. Il faut maintenant s’intéresser aux signes
des seconds membres du problème vérifiés par pr•,e sur ΩR

e afin de pouvoir les comparer à
ceux de q et utiliser le principe du maximum B.1.

ΓRe : Etudions le signe de
1

2Rpr•,e(R, y) + ∂νpr•,e(R, y).

On a
1

2Rpr•,e(R, y) + ∂νpr•,e(R, y) =
[ 1

2Rpr•,i(R, 0) + ∂νpr•,i(R, 0)
]

(1 + y)

= g(R, 0)(1 + y)

= 0

= 1
2Rqe(R, y) + ∂νpe(R, y).

ΓRd : On a immédiatement pr•,e = 0 = qe.

Γ2,1
n : Nous avons ici deux cas à traiter : le problème de transmission (1.16) avec la condition

de Neumann sur Γ2,1
n dans la définition de q ; et le problème de transmission (1.32) avec

la condition de Dirichlet sur ce même bord.

— Avec la condition de Neumann, le lemme 2.1 nous permet d’affirmer que ∂xpr•,i(0, 0) ≤
0 ; on a donc ∂νpr•,e ≥ 0 = ∂νqe.
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— Avec la condition de Dirichlet, on a pr•,e(0, y) = (1+y)pr•,i(0, 0) ≥ 0 = qe puisque
pr•,i(0, 0) ≥ 0 d’après la proposition 2.3.

ΩR
e : Il s’agit ici d’étudier le signe du Laplacien de pr•,e. On a

∂2
ypr•,e = 0

et
∂2
xpr•,e(x, y) = (1 + y)∂2

xpr•,i(x, 0).

Les simulations tendent à montrer que ∂2
xpr•,i(x, 0) ≥ 0 puisque x 7→ p0

r•,i(x, 0) serait
convexe. On aurait donc −∆pr•,e ≤ 0. Cependant, rien ne nous permet de le prouver.

Puisque que, pour que le principe du maximum opère, il faut que −∆pr•,e ≥ 0 = −∆qe, il est
nécessaire d’envisager un autre prolongement.

Un prolongement moins naturel pour le cas α• = α

Considérons le prolongement légèrement modifié :

pr•,e(x, y) = (1 + y)pr•,i(x, 0)− cy2

avec c = maxΓRr ∂
2
xpr•,i.

Remarquons tout d’abord que, en reprenant la démonstration du lemme 2.1, on aboutit
au fait que ∂2

xpr•,i(x, 0) = r−1 et que donc c = +∞, autrement dit que nous ne pouvons pas
poser ce prolongement. Cependant, dans l’optique de rendre la démarche de construction du
prolongement accessible, nous ferons fi cette information compromettante et supposerons c
fini ; nous reviendrons au cas c infini plus tard. Remarquons ensuite et alors que, puisque c
ne dépend pas de x, ce prolongement vérifie les mêmes conditions de bords sur Γ2,1

n et ΓRe
que le prolongement précédent. Par ailleurs, comme 1 + y ∈ [0, 1] sur ΩR

e , on a

∆pr•,e(x, y) = (1 + y)∂2
xpr•,i(x, 0)− 2c ≤ 0.

Nous avons donc le signe voulu pour le laplacien. Reste à voir quel est le signe de la condition
de bord sur ΓRd .

c<0 C’est le cas favorable. En effet, on a alors pr•,e ≥ 0 et le principe du maximum nous dit
alors que pr• ≥ q.

c>0 C’est le cas défavorable. En effet, il est clair que dans ce cas pr•,e vaut −c sur ΓRd et
donc que le principe du maximum ne peut s’appliquer en l’état à cause du changement
de signe.
Cependant, nous avons vu au paragraphe précédent où nous comparions pr• et q sur ΩR

i
que cette étude pouvait aussi s’effectuer sur une couche d’épaisseur ε0 en lieu et place
d’une couche d’épaisseur 1 (cf début du développement asymptotique de la solution du
problème de transmission, sous-section 1.2.2). Une question se pose alors naturellement
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ici : existe-t-il ε0 tel que l’on puisse construire un prolongement avec c > 0 ? La réponse
est oui comme nous allons le voir ci-dessous.

Soit γ > 0. Montrons que, pour tout x ∈ [0, R], il existe ε(x) ∈]− 1, 0[ tel que

pr•,e(x, ε(x)) = γ

(voir figure 2.14).

Soit x ∈ [0, R]. On veut résoudre

−cε(x)2 + pr•,i(x, 0)ε(x) + pr•,i(x, 0)− γ = 0.

On veut que le discriminant ∆1 de ce polynôme soit strictement positif. En effet, si ∆1
est nul, on a alors

ε(x) = pr•,i(x, 0)
2c /∈]− 1, 0[.

Remarquons que ∆1 est lui même un polynôme en pr•,i(x, 0) :

∆1 = pr•,i(x, 0)2 + 4cpr•,i(x, 0)− 4cγ.

Notons ∆2 le discriminant de ce polynôme. On a ∆2 = 16(c2 + cγ) > 0, donc on aura
∆1 > 0 dès que pr•,i(x, 0) < p1 ou pr•,i(x, 0) > p2 où

p1,2 = −2
(
c±

√
c2 + cγ

)
.

On a clairement que p1 < 0 et p2 > 0. Comme γ est fixé arbitrairement, on peut le
choisir assez petit de façon que pr•,i(x, 0) > p2. On a alors ∆1 > 0 et les racines du
polynômes sont

ε1,2(x) = pr•,i(x, 0)∓
√

∆1
2c .

Il est alors facile de voir que ε1(x) ∈]− 1, 0[. Posons maintenant ε0 = minx∈[0,R] |ε1(x)|
et notons encore ΓR0

d le bord [0, R]× {−ε0} (voir figure 2.15). On a ainsi pr•,e > 0 sur
ΓR0

d et le principe du maximum nous dit que pr• > q.

Remarque : on aurait aussi pu étendre par γ notre prolongement sur [−1, ε(x)], cependant
rien ne nous aurait garanti la régularité nécessaire au point de raccord pour pouvoir calculer
le laplacien.

À présent, voyons comment utiliser ce qui vient d’être fait tout en tenant compte du fait
que c = +∞.

Un prolongement encore moins naturel pour le cas α• = α

L’idée est donc de se ramener au cas précédent en arrivant à faire en sorte que c soit fini.
Pour cela, le plus simple est de poser, pour un η > 0 à déterminer,

c = max
[η,R]

∂2
xpr•,i(x, 0).
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Figure 2.14 – Prolongement de pr• à ΩR
e

Figure 2.15 – ε0 et la fonction ε

Ainsi, le problème en 0 est évité et c est bien fini. Ceci signifie que la comparaison ne va plus
s’effectuer sur l’intégralité de la couche mais seulement sur une sous-partie de celle-ci : ΩR,η

e
comme on peut le voir sur la figure 2.16.

D’après la proposition 2.3, on a pr•(x, 0) ≥ 0 pour x ∈ [0, R] ; par ailleurs, le lemme 2.1
— plus particulièrement sa démonstration — nous dit que pr• est strictement décroissante
dans un voisinage à droite de O. On en déduit que pr•(0, 0) > 0.

Nous avons à présent deux cas.
— Si nous sommes dans le cas du problème (1.32), la condition de Dirichlet sur {0}×[−1, 0]

nous donne pr•(0, 0) > q(0, 0), ce que nous voulons.
— Si nous sommes dans le cas du problème (1.16), la condition de Neumann sur {0} ×

[−1, 0] ne permet de conclure pas que pr•(0, 0) > q(0, 0). Nous sommes donc obligés
d’en faire l’hypothèse si nous voulons poursuivre dans ce cas.

Puisque pr•(0, 0) > q(0, 0), par continuité nous pouvons déduire l’existence de η > 0 tel
que, pour tout x ∈ [0, η], tout y ∈ [−1, 0], on a

pr•(x, 0) > qe(x, y).

Notons Γη = [0, η] et Γηe = {η}×[−1, 0]. Par définition de η nous avons alors pr• > q sur Γη.

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes attardées sur le cas où q était posé non
pas sur une couche d’épaisseur 1 mais ε0 ; à partir de maintenant, notons q1 l’approximation
du profil de transmission sur une couche d’épaisseur 1 et q0 sur une couche d’épaisseur ε0.
Puisque ε0 < 1, on a q1,e(x,−ε0) ≥ 0 = q0,e(x,−ε0) ; par ailleurs, comme q1 et q0 vérifient
les mêmes conditions sur ΩR et ses autres bords, l’application du principe du maximum B.1
nous dit que q1 > q0 pour tout ε0 < 1. Nous en déduisons que, pour tout ε0 < 1, nous avons
pr• > q0 sur Γη.

Nous prolongeons ensuite pr• à la couche ΩR,η
e à l’aide du prolongement vu au paragraphe

précédent :
pr•,e(x, y) = (1 + y)pr•,i(x, 0)− cy2
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Figure 2.16 – Couche privée d’une sous-couche d’épaisseur η

avec c = maxΓR,ηr
∂2
xpr•,i. Comme nous l’avons vu, nous pouvons déterminer l’existence d’un

ε0 (qui depend donc ici de η) tel que les conditions sur ΩR,η
e et ses bords soient satisfaisantes,

notamment pr•,e > q0,e sur Γηe . L’application du principe du maximum nous donne alors que
pr• > q0 sur ΩR,η.

Enfin, puisque pr• > q1,e ≥ q0,e sur ΩR
e \ΩR,η

e , on en déduit que pr• > q0 sur ΩR, ce que
nous voulions.

Remarque : les simulations indiquent que la relation d’ordre entre c(1)
• et d(1) semble encore

être valable avec la couche d’épaisseur 1 et pas seulement avec une couche d’épaisseur ε0 < 1.

De la possibilité d’étendre le prolongement précédent au cas α• = Cα

Il faudrait maintenant prouver qu’il existe un ρ• tel que d(1) > c
(1)
• . On obtiendrait ainsi

l’encadrement de d(1) par deux valeurs de la fonction ρ• 7→ c
(1)
• et l’existence d’un ρ• tel que

c
(1)
• = d(1).

Pour cela , intéressons-nous au comportement à l’infini de ρ• 7→ α•. On a α• → Cα lorsque
ρ• → +∞. Nous avons encore une fois deux cas : le problème de transmission (1.16) avec la
condition de Neumann sur Γ2,1

n dans la définition de q ; et le problème de transmission (1.32)
avec la condition de Dirichlet sur ce même bord.

— Si on a une condition de Neumann, on peut alors avoir qe(0, 0) > 0 et donc, grâce à un
prolongement analogue à celui construit ci-dessus, prolonger la solution du problème
d’impédance ayant pour condition sur Γr

p+ Cα∂νp = 0

de façon à ce que cette dernière soit inférieure à celle du problème de transmission, mo-
dulo le choix d’un Cα adéquat et l’hypothèse supplémentaire faite dans le cas α• = α.

— Si on a une condition de Dirichlet, la seule possibilité de construire un prolongement
de pr• à ΩR

e qui vérifie pr•,e ≤ q sur ΩR
e est d’avoir pr•,e ≤ 0 sur Γ2,1

n . Cela impliquerait
donc d’avoir pr•,i(0, 0) = 0 puisque, d’après la proposition 2.3, on sait que pr•,i ≥ 0 sur
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ΩR
i . Or nous avons vu que pour Cα 6= 0 on a pr•,i(0, 0) > 0 ; cela compromet donc l’idée

de ce prolongement dans ce cas.
Reste à voir pour Cα = 0 ; nous comparerions donc le profil du problème de transmission
au profil du problème limite 2.11. Or on a vu qu’il n’y a unicité pas des coefficients —
dont c(1)

• fait partie — du développement asymptotique du profil limite, ce qui pose la
question l’unicité de la limite de la fonction ρ• 7→ c

(1)
• .

Retour à une comparaison sur ΩR
i pour le cas α• = Cα

C’est finalement le lemme qui nous donne l’existence de la borne inférieure de l’encadre-
ment souhaité, à la fois pour le problème (1.16) et le problème (1.32).

Lemme 2.2. Il existe Cα > 0 et ρ• > 0 tel que c(1)
• < d(1).

Démonstration. Comme nous l’avons vu précédemment, si ρ• → +∞, la condition de Robin
sur ΓRi devient pr•+Cα∂νpr• = 0 et si Cα → 0, alors pr• → s0 dans L∞ (et H1 ?). Par ailleurs,
par principe du maximum on a q ≥ s0 sur ΩR

i .

Les formules d’approximations de c0(1) et d0(1) posées dans la définition 2.4 peuvent l’être
avec R− δ, δ > 0, en lieu et place de R. Le fait de calculer c(1) et d(1) à partir de ΓRi a pour
avantage un certain confort lors de la mise en œuvre numérique mais rien ne contraint à le
faire : c(1) et d(1) fourniront de bonnes approximations de c0(1) et d0(1) tant que nous pourrons
les calculer sur un rayon grand. Une question se pose toutefois : pourquoi avons-nous besoin
d’introduire le paramètre δ ? Pour pouvoir répondre à cette question, il nous faut d’abord
poursuivre quelque peu la démonstration.

On note c(1)
•,δ et d(1)

δ les approximations de c0(1) et d0(1) calculées sur un rayon R − δ. De
même on note c(1)

0,δ l’approximation de c0(1) sur un rayon R− δ lorsque pr• → s0.
Comme q ≥ s0, on a que d(1)

δ ≥ c
(1)
0,δ . En effet, comme α est fixé (ce sont Cα et ρ• qui

passent à la limite), le terme p0(1)
r• ne disparaît pas de la définition de c(1)

0,δ et on peut bien
comparer les intégrales définissant d(1)

δ et c(1)
0,δ .

Par ailleurs, q − s0 étant harmonique, soit elle est constante, soit elle n’admet pas de
minimum global à l’intérieur de ΩR

i . Puisque q et s0 vérifient la même condition de bord sur
ΓRi mais avec des seconds membres différents, on en déduit que q − s0 n’est pas constante.
Elle n’admet donc pas de minimum global. Comme q ≥ s0, on en déduit que q > s0 dans ΩR

i
et donc sur {z ∈ ΩR

i : |z| = R− δ}. Voici la raison de l’apparition de δ, il s’agit de retourner
à l’intérieur du domaine afin d’appliquer ce principe de comparaison puis en déduire que
d

(1)
δ > c

(1)
0,δ .

Par convergence uniforme de c(1)
•,δ vers c

(1)
0,δ lorsque Cα tend vers 0 et ρ• vers +∞, on déduit

qu’il existe Cα > 0 et ρ• tels que d(1) ≥ c(1)
• .

Mise en œuvre numérique
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Concernant la mise en œuvre numérique, les résultats s’avèrent satisfaisants. Nous avons
toujours observé que c(1)

• ≥ d(1) pour ρ• = 0 et été capables de trouver aisément une valeur de
ρ• telle que c(1)

• ≤ d(1). Ainsi grâce à une méthode de dichotomie, nous avons été en mesure
de déterminer des valeurs de ρ• telles que l’erreur commise entre c(1)

• et d(1) soit inférieure à
une tolérance fixée (10−6 dans les simulations).

Nous avons alors pu observer l’évolution de la vitesse de convergence de la solution du
problème avec condition d’impédance à coefficient variable vers celle du problème transmis-
sion en fonction de ρ• dans un voisinage de la valeur calculée de ρ• à l’aide des profils.
Comme l’illustrent les figures 2.17 (pour le problème de transmission (1.16)) et 2.18 (pour le
problème de transmission (1.32)), nous avons pu constater une augmentation de la vitesse de
convergence dans le voisinage du ρ• (pour la figure 2.17, on a ρ• ' 0.2 d’après la figure 2.12 ;
pour la figure 2.18, on a ρ• ' 38) d’environ 1 à un peu près 1.5, ce que nous avions prédit
théoriquement ; et ce pour diverses conditions initiales. De ce point de vue, la méthode est
donc valide.

Figure 2.17 – Évolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de ρ•.

Pour la mise en pratique de la méthode, i.e. de trouver le ρ• des profils, il suffit de trouver
une valeur de ρ• tel que d(1) ≥ c

(1)
• . En effet, on sait déjà que c(1) ≥ d

(1)
• pour ρ• = 0 (i.e.

α• = α). Puis l’on procède par dichotomie.

Données utilisées pour les figures

Les figures 2.17 et 2.18 ont été obtenues avec les données suivantes : rayon du demi-
disque Ωi : RΩi = 2 ; épaisseur de la couche mince Ωε

e variant entre 0,03 et 0,12 avec un
pas de 0,01 ; éléments du maillage : environ 82500 triangles ; α = 0, 5 ; seconds membres :
fi = y3 sin

(
[RΩi − r]

2
)
et fe = 0. D’autres valeurs de α, seconds membres et raffinement de

maillages ont aussi été testés. On a ensuite appliqué l’algorithme ci-dessous avant de traiter
les données recueillies sur Matlab ;
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Figure 2.18 – Évolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de ρ•.

Pour ε allant de 0,03 à 0,12 avec un pas de 0,01 ;
Construire le domaine Ωε ;
Pour ρ0 allant de 0,15 à 0,35 avec un pas de 0,01 ;

Calculer ‖uεi − vε‖0,Ωi puis la stocker ;
Fin de la boucle sur ρ• ;

Fin de la boucle sur ε.

Bien qu’à la phase de post-traitement Matlab on regarde à ρ• fixé l’erreur ‖uεi − vε‖0,Ωi

en fonction de ε, ceci n’aurait pas été judicieux dans les calculs puisque cela aurait impliqué
de construire plusieurs fois les mêmes maillages. Ainsi, effectuer d’abord la boucle sur ε puis
celle sur ρ• au lieu du contraire permet d’économiser des calculs.

2.3.2 Condition d’impédance de type Ventcel et correction de
l’erreur L2

Commençons par rappeler que nous tentons d’approcher le problème de transmission
(1.32) par le problème d’impédance avec condition de Ventcel (1.37) ci-dessous :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα∂νv
ε − ε2β∂2

τv
ε = 0 sur Γv

vε = 0 sur Γd, O et A;
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notre moyen étant de déterminer le paramètre β tel que c(1)
β = d(1).

Remarquons ici que le seul résultat que nous avons concernant l’application β 7→ c
(1)
β est

que celle-ci est continue d’après la proposition 2.6. Comme nous l’indique la figure 2.10, nous
n’avons pas de relation d’ordre entre les profils d’impédance Ventcel sur ΓRi . Cependant, on
peut observer une monotonie des c(1)

β (voir figure 2.19). Elle est en revanche indémontrable
à l’aide des outils développés à partir du principe du maximum puisqu’on ne peut appliquer
ce dernier à la différence entre les profils.

Figure 2.19 – Évolution du c(1)
β en fonction de β.

On remarquera aussi que la figure 2.19 nous montre que d(1) est dans l’image de l’applica-
tion β 7→ c

(1)
β . Étant donné ce qui vient d’être dit, il est clair que ce fait observé ne pourra être

démontré comme nous l’avions tenté pour l’impédance à coefficient variable. Faute d’autres
pistes, il restera donc à l’état de conjecture.

Cependant, la mise en pratique numérique peut s’effectuer avec le même mode opératoire
que l’impédance à coefficient variable. Pour cela, on commence par chercher un β tel que
c

(1)
β ≤ d(1) ; ce qui suffit puisque β = 0 nous redonne le problème d’impédance classique
et que nous avons déjà vu que celui-ci nous donne c(1)

β ≥ d(1). De nouveau, une méthode
de dichotomie permet de déterminer un β tel que la différence entre c(1)

β et d(1) soit aussi
petite que l’on veut. On peut alors observer le comportement de la vitesse de convergence de
l’impédance vers la transmission dans un voisinage du β des profils en fonction de β.

À l’instar de la méthode de coefficient variable, on a pu observer une augmentation de
la vitesse de convergence autour du β déterminé à l’aide des profils (' 0, 2 d’après la figure
2.19) dans les proportions prévues théoriquement (voir figure 2.20).

On remarquera le caractère raide de l’évolution de la vitesse de convergence entre impé-
dance et transmission au voisinage de ce qui serait le β optimal. Des raffinements du pas en
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Figure 2.20 – Évolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de β.

β permettent de voir que ce comportement est plus lisse que ne le laisse penser la figure 2.20
(voir figure 2.21).

La méthode, testée pour plusieurs conditions initiales, fonctionne donc dans son aspect
numérique mais son efficience n’a pu être prouvée. Notons par ailleurs qu’elle nécessite un
logiciel permettant l’utilisation de formulations variationelles à termes ou conditions ponc-
tuels. Les simulations mettant en œuvre cette méthode n’ont pu être effectuées qu’à l’aide
de Getdp, Freefem ne donnant pas – à ma connaissance – la possibilité d’utiliser des termes
ponctuels.

Données utilisées pour les figures

Les figures 2.20 et 2.21 ont été obtenues avec les mêmes données initiales et algorithme
que dans le cas de la condition de Robin à coefficient variable ; seule change la boucle sur ρ•
qui est remplacé par une boucle sur β allant de 0 à 1 avec un pas de 0,01.

2.3.3 Méthode de plaquage des profils et correction des er-
reurs H1 et L∞

Quelques aspects théoriques

Comme nous l’avons vu lorsque nous avons expliqué la méthode de plaquage des profils,
la formule (2.3) nous donnant l’expression de wεi – sensé approcher uεi – impose de pouvoir
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Figure 2.21 – Évolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de β (zoom).

précalculer ces derniers ; nous avons vu comment plus haut. Par ailleurs, cela nécessite aussi
l’utilisation d’une fonction de troncature et les calculs de u0

i,reg et du coefficient de singularité
d0 ; la fonction de troncature peut être choisie arbitrairement et celle utilisée sera donnée
plus bas ; les calculs de u0

i,reg et d0 sont abordés dans le paragraphe suivant. Enfin, dans un
second paragraphe, nous nous attarderons sur l’influence du paramètre α dans cette méthode.

Calculs u0
i et d0

Concernant u0
i,reg, comme les expressions des singularités sont connues (voir formule (4.2))

et que
u0

i = u0
i,reg + d0χ1s

0,

on voit que pour peu que d0 soit connu le calcul de u0
i,reg est équivalent à celui de u0

i . Pour
être plus précis, la formule (2.3) donnant wεi peut être réécrite sous la forme :

wεi = u0
i +
√
εd0χ1(r)(q0

i − s0)
(
r

ε
, θ

)
.

Comme u0
i est solution du problème

−α∆u0
i = fi dans Ωi,

∂νu
0
i = 0 sur Γn,

u0
i = 0 sur Γr,

il est aisé de l’obtenir. On est donc ramené au calcul de d0. Pour le calculer, nous utiliserons
la technique déployée dans [20] que nous rappelons brièvement ci-dessous.
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On appelle s∗ la fonction singulière duale de s0 définie par

s∗ = −χ1s
−1 = χ1

1√
r

sin
(
θ

2

)
.

Puisque s∗ est dans L2(Ωi), on peut définir w∗ comme étant la solution de

∆w∗ = ∆s∗ dans Ωi,

∂νw
∗ = 0 sur Γn,

w∗ = 0 sur Γr.

On peut alors énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.3. On a
d0 = 2

απ

∫
Ωi
fi(s∗ − w∗).

Il suffit donc de calculer w∗ pour obtenir d0.

Influence de α sur les erreurs commises

En reprenant la sous-section 1.2.2 qui détaille la construction des premiers termes du
développement asymptotique de la solution du problème de transmission uε, on peut voir que
le paramètre α intervient dans les majorations des restes. Ceci nous permet de préciser les
estimations d’erreurs (2.4) en prenant acte de l’influence de α sur celles-ci :

‖uεi − wεi ‖1,Ωi = O(αε) et ‖uεi − wεi ‖∞,Ωi = O(αε). (2.12)

Cela implique donc que la méthode de plaquage des profils ne sera pertinente que si la
quantité αε est petite. Il s’agit d’une épée à double tranchant, si α est grand, cela contraint
à des gammes de ε petits ; si α est petit, on aura plus de latitude quant aux gammes de ε et
ou plus de précision.

Mise en œuvre numérique

Nous avons donc tous les moyens nécessaires pour calculer wεi . La figure 2.22 nous donne
la comparaison entre cette méthode et l’impédance pour α = 0.1. On peut y voir que l’ap-
proximation par le problème avec condition d’impédance de type Robin est plus performante
en matière d’erreur L2 mais que pour ε assez petit, c’est la méthode de plaquage des profils
qui l’emporte en matière d’erreur H1 ; par ailleurs, les vitesses de convergence sont "proches"
des attentes théoriques.

La figure 2.23 nous donne la comparaison pour la norme L∞ entre cette méthode, l’ap-
proximation par le problème avec condition d’impédance de type Robin et l’approximation
de uεi par u0

i . Là encore, les vitesses de convergence sont « proches » des attentes théoriques.
Cependant on peut noter que l’approximation par plaquages des profils offre un véritable gain
par rapport à l’approximation par le problème avec condition d’impédance de type Robin ou
l’approximation de uεi par u0

i qui offrent des résultats très proches.
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Figure 2.22 – Erreurs L2 e H1 de la méthode de plaquage des profils.

Cette méthode — testée pour diverses données initiales (voir paragraphe ci-dessous) —
fournit donc les résultats attendus, ce qui est satisfaisant. Cependant, comme nous avons pu
le voir, elle comporte quelques bémols.

Les estimations d’erreurs entre uεi et wεi (voir (2.12)) dépendent de α, ce qui contraint
la gamme de α utilisée de façon à ce que αε soit petit. Ici, nous avons pris α = 0.1, pour
des valeurs plus grandes, la méthode de plaquage des profils était moins performante que
l’impédance.

Par ailleurs, cette méthode rencontre le même écueil que les méthodes d’impédance à
coefficient variable et Ventcel, i.e. le potentiel manque de précision lors du calcul des profils
et plus particulièrement leur comportement à l’infini.

Enfin, du point de vue de la mise en oeuvre numérique, elle demande une certaine souplesse
de la part du logiciel utilisé. En effet, elle nécessite de pouvoir résoudre plusieurs problèmes
les uns à la suite des autres et ou de sauvegarder les solutions et maillages pour ensuite les
réutiliser. Mais aussi d’effectuer certains calculs à partir de ces solutions comme celui de d0

et enfin de pouvoir projeter le profil obtenu sur son maillage sur celui de la transmission
via une dilatation. À ma connaissance, Freefem est plus simple d’utilisation que Getdp sur
ces aspects-là ; c’est pourquoi toutes les simulations de cette méthode ont été effectuées avec
Freefem.

Données utilisées pour les figures

Les figures 2.22 et 2.23 ont été obtenues grâce aux données initiales suivantes : rayon du
demi-disque Ωi : RΩi = 2 ; épaisseur de la couche mince Ωε

e variant entre 0,055 et 0,08 avec un
pas de 0,005 ; éléments des maillages : environ 83500 triangles pour le domaine Ωi ; environ
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Figure 2.23 – Erreur L∞ de la méthode de plaquage des profils.

772000 triangles pour le domaine ΩR
i du profil avec raffinement autour de l’origine pour tenir

compte au mieux de la singularité ; α = 0, 1 ; seconds membres : fi = y3 sin
(
[RΩi − r]

2
)
et

fe = 0.
La fonction de troncature utilisée en lieu et place de χ1 est :

T (r) = 1−
[
χ[R2≤r≤R] + χ[R1≤r≤R2]

(
6
(
r −R1
R2 −R1

)5
− 15

(
r −R1
R2 −R1

)4
+ 10

(
r −R1
R2 −R1

)3
)]

où 0 ≤ R1 ≤ R2 ≤ RΩi , RΩi étant le rayon du domaine des problèmes d’impédance et de
transmission (et non pas des profils). Cette fonction est donc à support sur [0, R2] et vaut 1
sur [0, R1]. Précisons que les meilleurs résultats ont été obtenus lorsque R1 et R2 sont éloignés,
autrement lorsque le passage de 1 à 0 n’est pas trop rapide, nous avons pris ici R1 = RΩi/10
et R2 = 9RΩi/10.

2.4 Conclusion et perspectives

Nous avons développé dans ce chapitre trois méthodes pour obtenir de meilleures vitesses
de convergence entre les problèmes d’impédance et de transmission.

Deux d’entre-elles permettent d’améliorer l’erreur L2, il s’agit des méthodes d’impédance
à coefficient variable et de Ventcel. Elles ont pour principe d’imposer une condition sur Γr (ou
Γv) ayant un paramètre que l’on peut ajuster de façon à augmenter la vitesse de convergence
entre impédance et transmission. Le paramètre optimal s’obtient à partir des profils, ce qui
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nous a conduit à développer des moyens de les simuler. Un certain nombre de résultats ont pu
être démontrés sur ces profils simulés ; cependant, ils n’ont pas suffi à prouver complètement
l’efficience de nos deux méthodes ; en effet, l’efficience de la méthode avec condition de Robin
variable n’a été prouvée que pour l’un des deux problèmes de transmission — (1.32) pour
être précis, l’autre nécessitant une hypothèse supplémentaire — tandis que la preuve de celle
de la méthode avec condition de Ventcel semble sans issue. Toutefois, la mise en pratique
numérique s’est avérée satisfaisante et indique donc que nos deux méthodes sont utilisables.

La dernière méthode vise à améliorer les erreurs L∞ et H1. Elle ne consiste pas en un
problème d’impédance au sens des deux premières méthodes ; il s’agit en fait d’approcher la
solution du problème de transmission par le début de son développement asymptotique dont
les termes possèdent le même avantage que le problème d’impédance : ils sont définis sur une
géométrie indépendante de ε. Cette méthode demande aussi la capacité de simuler les profils
mais aussi d’effectuer des transferts de maillages. Elle est relativement simple à mettre en
œuvre et peu coûteuse en calculs. Cependant, elle ne s’avère supérieure à l’impédance clas-
sique que lorsque le rapport αε est petit.

Quelques perspectives à présent. La première d’entre elles seraient de prouver l’efficience
de la méthode visant à améliorer l’erreur L2 grâce à la condition d’impédance de type Ventcel.
Au vu des impasses dans lesquelles nous sommes tombées, cela nécessitera sans doute d’autres
approches que celles que nous avons utilisées.

Par ailleurs, d’autres façons de simuler les profils pourraient être envisagées — notamment
grâce à l’usage de condition de bords intrégro-différentielles — afin d’augmenter la précision
des méthodes proposées.

Finalement, on pourra tenter de voir comment les méthodes proposées ici s’adaptent à
d’autres problèmes tels que Lamé, Helmholtz ou Maxwell...
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Chapitre 3

Extension à la dimension 3

À notre connaissance, l’approximation de problèmes de transmission par des problèmes
d’impédance en 3D a peu été étudiée dans le cas non lisse. L’étude des singularités de pro-
blèmes elliptiques 3D, en revanche, a fait l’objet d’une littérature abondante ; on pourra
notamment se référer à [13, 20, 33].

Nous commençons ici par aborder deux cas réguliers : avec et sans courbure. Ces deux cas
ne comportant pas de singularités, leurs développements asymptotiques sont similaires au cas
2D et ne sont donc pas refaits ici. Les simulations montrent que les vitesses de convergence
empiriques sont globalement cohérentes avec les attentes théoriques.

Nous poursuivons ensuite avec le cas de l’extrusion du cas 2D abordé dans les chapitres
précédents, lequel deviendra donc un problème d’arête. Nous y observons que le développe-
ment asymptotique se construit de façon identique au cas 2D ; les profils s’avèrent même être
ceux de la dimension 2. Il sera alors question de l’adaptabilité et de l’efficience des méthodes
proposées au chapitre 2 dans ce cas particulier de la dimension 3.

Finalement, nous étudions succinctement le cas d’un domaine 3D comportant une singu-
larité conique mais sans arête ; des simulations sont effectuées afin d’étudier la convergence
entre les problèmes de transmission et impédance.

3.1 Cas réguliers

Le cas 3D régulier a déjà été étudié théoriquement. On pourra se référer à [16] pour ce
qui est du choix des conditions d’impédance. Par ailleurs, le chapitre 1 de [34] qui donne
le développement asymptotique du problème de transmission dans le cas 2D régulier et sa
comparaison avec l’impédance s’adapte au cas 3D fournissant un autre point de référence.
Ainsi, pour la condition d’impédance

vε + εα∂νv
ε = 0,

ces précédents travaux nous montrent que l’on a les mêmes estimations entre problèmes de
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transmission et avec condition d’impédance en 3D qu’en 2D (pour k ∈ {0, 1,∞}) :

‖uεi − vε‖k,Ωi = O(ε2),

et lorsque la couche mince est sans courbure :

‖uεi − vε‖k,Ωi = O(ε3).

Le cas avec courbure peut voir sa performance améliorée si la condition d’impédance
prend en compte la courbure moyenne (voir [16]). En notant c(x) cette dernière au point
x ∈ ∂Ωi, la condition d’impédance

vε + ε (1− εc(x))α∂νvε = 0 (3.1)

nous donne à nouveau une erreur en O(ε3).
Nous apportons dans cette section quelques illustrations numériques de ces vitesses de

convergence.

3.1.1 . . . avec courbure

Nous sommes placés sur le domaine illustré en figures 3.1 et 3.2. Il s’agit d’une demi-sphère
Ωi recouverte d’une couche mince Ωε

e de taille ε sur sa partie hémisphérique.
Le bord hémisphérique extérieur est noté Γεd et celui faisant l’interface entre parties inté-

rieure et extérieure est noté Γr ; on peut les observer sur la figure 3.2. La section plane de la
demi-sphère est alors composée d’un disque : le bord inférieur de Ωi noté Γn ; et d’un anneau :
le bord inférieur de Ωi noté Γεn (voir aussi figure 3.2).

Figure 3.1 – Domaine de transmission 3D. Figure 3.2 – Domaine de transmission 3D
(vu de dessous).
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Le problème de transmission simulé étant alors

−α∆uεi = fi dans Ωi,

∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr,

∂νu
ε = 0 sur Γn ∪ Γεn,

uεe = 0 sur Γεd.

Et le problème avec condition d’impédance,

−α∆vε = fi dans Ωi,

vε + εα∂νv
ε = 0 sur Γr,

∂νv
ε = 0 sur Γn.

On remarquera que le domaine n’est pas lisse au voisinage de Γn ∩ Γr et Γεn ∩ Γεd. Ce-
pendant, de la même façon que pour la dimension 2 dans l’annexe C, on peut montrer par
symétrisation que la solution du problème est régulière au voisinage de ces cercles.

Des simulations ont été effectuées pour plusieurs valeurs de α, seconds membres et gammes
de ε. Comme on peut le voir sur la figure 3.3, les résultats numériques sont cohérents par rap-
port aux attentes théoriques (même si les pentes ne sont pas exactement 2 comme attendu).

Figure 3.3 – Évolution de l’erreur entre problèmes de transmission et avec condition d’im-
pédance dans le cas 3D avec courbure.
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Dans le cas de la condition d’impédance tenant compte de la courbure moyenne (sur la
demi-sphère de rayon 1) :

vε + ε(1− ε)α∂νvε = 0,

nous retrouvons des résultats cohérents avec les attentes théoriques comme on peut le voir sur
la figure 3.4 (même si, une fois encore, les pentes ne sont pas exactement 3 comme attendu).

Figure 3.4 – Évolution de l’erreur entre problèmes de transmission et avec condition d’im-
pédance tenant compte de la courbure dans le cas 3D avec courbure.

Données utilisées pour la figure

La figure 3.3 a été obtenue pour les données suivantes : rayon de la demi-sphère Ωi :
RΩi = 1 ; épaisseur de la couche mince Ωε

e variant entre 0,115 et 0,14 avec un pas de 0,005 ;
éléments des maillages : environ 200000 tétraèdres pour le domaine Ωε

i ; α = 0, 5 ; seconds
membres : fe = 0 et fi = 1.

La figure 3.4 a été obtenue avec des données identiques sauf pour la gamme de ε qui varie
entre 0.3 et 0.4 et le nombre de tétraèdres : environ 150000.

3.1.2 . . . sans courbure

Nous sommes placés sur le domaine illustré en figure 3.5. Il s’agit d’un cube Ωi auquel est
collée une couche mince Ωε

e de taille ε sur sa face inférieure.
Le bord horizontal inférieur de la couche mince Ωε

e est noté Γεd, le bord horizontal supérieur
du cube Ωi est noté Γd et celui faisant l’interface entre parties intérieure et extérieure est noté
Γr ; les cotés verticaux sont notés Γjn et Γj,εn pour j ∈ {1, 2, 3, 4}, on notera leur union Γn.
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Figure 3.5 – Domaine de transmission 3D sans courbure.

Le problème de transmission simulé étant alors

−α∆uεi = fi dans Ωi,

∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr,

∂νu
ε = 0 sur Γn,

uεe = 0 sur Γd ∪ Γεd.

Et le problème d’impédance 

−α∆vε = fi dans Ωi,

vε + εα∂νv
ε = 0 sur Γr,

∂νu
ε = 0 sur Γn,

vε = 0 sur Γd.

Le fait d’avoir pris des conditions de Neumann sur les bords verticaux permet encore une
fois de montrer par symétrisation (voir annexe C) que la solution est régulière.

Une nouvelle fois, des simulations ont été effectuées pour diverses valeurs de α, seconds
membres et gammes de ε. On pourra en voir une illustration des résultats obtenus sur la
figure 3.6.

Cette fois-ci, les résultats numériques ne correspondent pas aux attentes théoriques. Bien
que les pentes soient clairement supérieures à 2 comme on peut le voir sur la figure 3.6, les
pentes théoriques de 3 n’ont jamais pu être atteintes par les simulations effectuées. Ceci peut
être dû à un manque de précision imputable à l’importance des calculs effectués en 3D et à
la relative modestie des machines ayant servi à les effectuer, ne permettant pas le raffinement
nécessaire. Notons toutefois que, sur la figure 3.6, les erreurs sont très petites et donc que le
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Figure 3.6 – Évolution de l’erreur entre problèmes de transmission et avec condition d’im-
pédance dans le cas 3D sans courbure.

problème avec condition d’impédance fournit une approximation du problème de transmission
de bonne qualité.

Données utilisées pour la figure

La figure 3.3 a été obtenue grâce aux données initiales suivantes : côté du cube Ωi : 1 ;
épaisseur de la couche mince Ωε

e variant entre 0,045 et 0,055 avec un pas de 0,005 ; éléments
des maillages : environ 3700000 tétraèdres pour le domaine Ωε

i ; α = 2 ; seconds membres :
fe = 0 et

fi =


1− exp(r̃2 − R̃2) si r′ ≤ R′,

0 sinon,

où r̃2 = x2 + (z − R̃)2 avec R̃ = RΩi

4 , où RΩi désigne le côté du cube.

3.2 Un premier cas irrégulier : l’extrusion du pro-
blème 2D
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3.2.1 Problème de transmission extrudé

On effectue ici l’extrusion du problème (1.16) dans la direction z pour z allant de -1 à 1.
On obtient donc le cube

Ωi =]− 1, 1[×]0, 2[×]− 1, 1[,

auquel est adjointe la couche mince

Ωε
e =]0, 1[×]− ε, 0[×]− 1, 1[,

représentés sur la figure 3.7 ; le domaine est donc similaire à celui représenté sur la figure 3.5
à ceci près que la couche Ωε

e ne recouvre que la moitié de la face inférieure du cube.
La moitié de cette face ([0, 1]×{0}× [−1, 1]) qui fait interaction entre Ωi et Ωε

e est encore
notée Γr tandis que l’autre moitié de cette face ([−1, 0] × {0} × [−1, 1]) est notée Γ0

n. Les
autres faces Γd, Γεd, Γjn et Γj,εn sont définies comme dans le cas régulier sans courbure (voir
figure 3.5) comme on peut le voir sur la figure 3.7. On notera Γn l’union des Γjn et Γj,εn .

Figure 3.7 – Domaine de transmission 3D irrégulier.

La formulation du problème est légèrement transformée mais n’en reste pas moins très
similaire à celle du cas 2D (problème (1.16)).

−α∆uεi = fi dans Ωi,

∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr,

∂νu
ε = 0 sur Γn,

uε = 0 sur Γd ∪ Γεd.

(3.2)

S’agissant de l’extension naturelle de ce qui a été traité précédemment, il est légitime de
se demander ce qu’il advient des stratégies mises en œuvre plus haut dans ce cas.

La première étape serait donc d’effectuer le développement asymptotique du problème
(3.2) et des problèmes avec condition d’impédance associés. Cependant, comme nous allons
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le voir plus bas, il est loin d’être nécessaire de refaire tout le travail effectué aux chapitres
précédents.

Développement asymptotique du problème de transmission extrudé

Comme pour le cas 2D, l’idée est d’effectuer une dilatation de la couche Ωε
e puis, en

notant U εe (x, Y, z) = uεe (x, y, z) avec Y = ε−1y, d’introduire formellement les expressions
uεi =

∑
n≥0

εnuni et U εe =
∑
n≥0

εnUne dans (3.2).

On est alors censé retrouver des problèmes vérifiés par Une et uni similaires aux problèmes
(1.18) et (1.19). Cependant, comme le seul ordre 0 nous permettra d’appréhender les diffé-
rences entre dimensions 2 et 3, nous n’avons donc pas besoin d’écrire les problèmes à l’ordre
n pour le cas 3D.

En effet, à l’ordre 0, nous avons U0
e = 0 et u0

i vérifie

−α∆u0
i = fi dans Ωi,

u0
i = 0 sur Γr,

∂νu
0
i = 0 sur Γn.

Or, d’après [13], la décomposition en parties régulière-singulière de ce problème est

u0
i = u0

i,reg +
m∑
j=0

∂jzd
0
j (z)χ1(r)ε

1
2 +jsj

(
r

ε
, θ

)
,

où u0
i,reg ∈ Hm+2(Ωi) et z 7→ d0

j (z) ∈ Cm+2([−1, 1]).

On voit clairement ici la structure tensorielle du terme

(r, θ, z) 7→ ∂jzd
0
j (z)χ1(r)ε

1
2 +jsj

(
r

ε
, θ

)
,

où le coefficient de singularité d0
j du cas 2D est remplacé par une une fonction d’arête aussi

appelée stress intensity function (dans le contexte de la mécanique des structures). Les sin-
gularités ne dépendent donc pas de z et on peut donc les remplacer par les mêmes profils
qj que dans le cas 2D pour continuer le développement qui sera donc quasi identique à celui
effectué dans la section 1.2 ; on obtient alors l’analogue du théorème 1.4, la différence résidant
dans le remplacement du coefficient de singularité dkj par les dérivées j-ème d’une fonction
dépendante de z : dkj (z).

Nous ne réécrirons donc pas le théorème mais nous contenterons de donner le début du
développement : pour f ∈ H1(Ωε), la solution du problème (3.2) s’écrit

uεi = u0
reg,i + d0(z)χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
+ εu1

ϕ,i[log ε] + εu1
r,i +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
, (3.3)

où d0(z) est combinaison linéaire des ∂jd0
j (z) pour j ∈ {0, ...,m}.
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3.2.2 Problèmes avec condition d’impédance

Le fait que le problème de transmission (3.2) admette un développement similaire à celui
de son analogue en dimension 2 incite naturellement à considérer les extrusions des problèmes
(1.1) et (1.37). Le problème avec condition d’impédance de type Robin admet une formulation
identique au cas de la dimension 2 :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα∂νv
ε = 0 sur Γr.

(3.4)

A contrario, le problème avec condition d’impédance de type Ventcel se voit modifié (ici
on note Γv = Γr). En effet, la condition de bord sur Γv devient

vε + εα∂νv
ε − ε2β∆(x,z)v

ε = 0.

Remarqons que la dérivée tangentielle seconde ∂2
τ du problème (1.37) est ici remplacée par

∆(x,z), laplacien dans le plan (x, z) en opposition à la dérivée normale sur Γv qui est dans la
direction y (opérateur de Laplace-Beltrami sur Γv).

Dans le cas du problème (1.37), la dérivée tangentielle seconde ∂2
τ nous avait conduits

à considérer des conditions de Dirichlet ponctuelles aux points O et A. L’extrusion de ces
points mène naturellement à considérer des conditions de Dirichlet sur les droites ∂Γ1

v =
{0} × {0} × [−1, 1] et ∂Γ3

v = {1} × {0} × [−1, 1] (voir figure 3.8).
Cependant, nous avons aussi à déterminer des conditions de bords sur les droites ∂Γ2

v =
[0, 1]× {0} × {1} et ∂Γ4

v = [0, 1]× {0} × {−1} ; dans la mesure où nous avons d’ores et déjà
des conditions de Neumann sur les Γjn dont ∂Γ2

v et ∂Γ4
v sont des bords (voir figure 3.7), il est

aussi naturel d’y prolonger ces conditions.

Nous avons donc pour problème avec condition d’impédance de type Ventcel :

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn ∪ ∂Γ2

v ∪ ∂Γ4
v,

vε + εα∂νv
ε − ε2β∆(x,z)v

ε = 0 sur Γv,

vε = 0 sur Γd ∪ ∂Γ1
v ∪ ∂Γ3

v.

(3.5)

Remarque : Les conditions de Neumann posées sur les arêtes ∂Γ2
v et ∂Γ4

v (voir figure 3.7)
peuvent l’être car le problème (3.5) est posé sur l’espace variationnel

V = {w ∈ H1(Ωi) : γ0(w) ∈ H1(Γv), w|∂Γ1
v

= w|∂Γ3
v

= 0},

dont les éléments sont dans H1(Γv). En effet, cela nous permet de définir la dérivée normale
sur ∂Γ2

v et ∂Γ4
v comme étant, non pas celle par rapport Ωi qui n’est pas définie sur ces arêtes,

mais celle par rapport à Γv qui — elle — est bien définie. Ainsi, poser les conditions de
Neumann sur les arêtes ∂Γ2

v et ∂Γ4
v fait bien sens.
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Figure 3.8 – Γv et ses bords en dimension 3.

Développements asymptotiques des problèmes avec condition d’impédance
extrudés

Ce que l’on a vu pour le cas du problème de transmission est aussi valable pour les
problèmes avec condition d’impédance extrudés : les développements asymptotiques sont
identiques à leurs homologues du cas 2D (voir théorèmes 1.2 et 1.7) à la différence du rem-
placement du coefficient de singularité ck par une fonction de singularité ck(z).

Nous avons donc pour le cas Robin

vε = v0
reg + c0(z)χ1(r)

√
εp0

r

(
r

ε
, θ

)
+ εv1

ϕ[log ε] + εv1
r +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
, (3.6)

et pour le cas Ventcel

vε = v0
reg + c0(z)χ1(r)

√
εp0

v,β

(
r

ε
, θ

)
+ εṽ1

ϕ[log ε] + εv1
r +OH1

(
ε

3
2 [log ε]

)
. (3.7)

3.2.3 Améliorations des erreurs entre problèmes de transmis-
sion et avec condition d’impédance

Du fait que les développements asymptotiques de nos problèmes soient de même structure
en 3D qu’en 2D, il en va de même pour les erreurs commises entre problème de transmission
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et problème avec condition d’impédance — O(ε[log ε]) pour l’erreur L2 et O(
√
ε) pour les

erreurs H1 et L∞ ; autrement dit, les théorèmes 1.5 et 1.8 sont encore valables en dimension
3 (résultats confirmés numériquement, voir figure 3.9). Les stratégies mises en œuvre au
chapitre 2 fonctionnent alors théoriquement dans ce cas-là aussi. Nous allons voir dans les
paragraphes suivants ce qu’il en est de leur mise en pratique.

Figure 3.9 – Évolution des erreurs entre problèmes de transmission et et avec condition
d’impédance en fonction de ε pour α = 2 en 3D.

Conditions d’impédances de type Robin à coefficient variable et de Ventcel
et correction de l’erreur L2

Comme on peut le voir dans les développements asymptotiques (3.3), (3.6) et (3.7), les
profils du 3D sont en fait ceux du cas 2D. Comme les techniques visant à corriger l’erreur
L2 ne demandaient qu’un travail sur les profils, ces techniques s’appliquent directement au
cas 3D. Précisément, les calculs des ρ• et β optimaux se faisaient à partir des profils ; ces
derniers ne dépendant pas ici de z, il en va de même pour ρ• et β (contrairement à ce à quoi
on pouvait s’attendre a priori). Il n’y a donc aucun travail supplémentaire à fournir, on se
reportera au chapitre 2 sous-section 2.1.1 pour les détails.

Condition d’impédance de type Robin à coefficient variable

Pour ce qui est de la méthode de la condition d’impédance de type Robin a coefficient
variable, rappelons que l’idée est d’approcher la solution du problème (3.2) par celle du
problème
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

−α∆vε = fi dans Ωi,

∂νv
ε = 0 sur Γn,

vε + εα•

(
x

ε

)
∂νv

ε = 0 sur Γr,

où α• est la fonction définie sur la figure 2.1 dont on joue sur le paramètre ρ• afin de maxi-
miser la vitesse de convergence.

On peut voir sur la figure 2.12 que le ρ optimal donné par les profils est d’environ 0.2
pour α = 0, 5. En dimension 2, on avait observé sur la figure 2.17 une augmentation de la
vitesse de convergence pour ρ• proche de 0,2 ; on peut constater sur la figure 3.10 que le
même phénomène est valable en dimension 3.

Figure 3.10 – Évolution de la vitesse de convergence entre problèmes de transmission et
avec condition d’impédance en fonction de ρ• en 3D.

On a donc une confirmation numérique de l’efficience de la méthode de la condition d’im-
pédance de type Robin a coefficient variable dans le cas de la dimension 3.

Condition d’impédance de type Ventcel

Rappelons que l’idée est d’approcher le solution du problème de transmission (3.2) par
celle du problème (3.5) avec une vitesse de convergence accrue grâce à un jeu sur le paramètre
β.

On peut voir sur la figure 2.19 que le β optimal donné par les profils est d’environ 0.2
pour α = 0, 5. En dimension 2, on avait observé sur les figure 2.20 et 2.21 une augmentation
de la vitesse de convergence pour β proche de 0,2 ; on peut constater sur la figure 3.11 que le
même phénomène est valable en dimension 3.
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Figure 3.11 – Évolution de la vitesse de convergence entre problèmes de transmission et
avec condition d’impédance en fonction de β en 3D.

Là encore, nous obtenons une confirmation numérique de l’efficience de la méthode de la
condition d’impédance de type Ventcel pour la dimension 3. On pourra remarquer que les
pentes empiriques surpassent les attentes théoriques sur la figure 3.11 ; en particulier, pour
β = 0 qui est l’équivalent du cas ρ• = 0 sur la figure 3.10 — autrement dit, l’équivalent
sur problème avec condition d’impédance simple —, on peut constater que les pentes sont
significativement plus élevées que pour son homologue de la figure 3.10. Une explication pos-
sible serait que les conditions de Dirichlet supplémentaires du problème (3.5) inhérentes à la
condition de Ventcel aient réduit a priori la différence entre uεi et vε.

Données utilisées pour les figures
Les figures 3.10 et 3.11 ont été obtenues avec les données suivantes : ε épaisseur de la couche
mince Ωε

e variant entre 0,1 et 0,15 avec un pas de 0,01 ; éléments du maillage : environ 600000
tétraèdres ; α = 0, 5 ; seconds membres : fe = 0 et

fi =


1− exp(r̃2 − R̃2) si r′ ≤ R′,

0 sinon,

où r̃2 = x2 + (y − R̃)2 avec R̃ = 1
2.

Méthode de plaquage des profils et correction des erreurs H1 et L∞

Comme nous l’avons vu au chapitre 2 sous-section 2.1.2, la méthode de plaquage des profils
consiste à approcher la solution de (3.3), non pas par la solution d’un problème d’impédance,
mais par le début de son développement asymptotique :

wεi = u0
i,reg + d0(z)χ1(r)

√
εq0

i

(
r

ε
, θ

)
,
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avec pour erreurs commises

‖uεi − wεi ‖1,Ωi = O(ε) et ‖uεi − wεi ‖∞,Ωi = O(ε).

On avait vu alors que nous avions besoin de deux choses : approcher numériquement q0

et calculer d0. On vient de voir que pour les profils, rien ne changeait ; reste donc à voir
comment calculer z 7→ d0(z), au travers de formules d’extraction.

Calcul de z 7→ d0(z)

En dimension 2, on avait obtenu d0 grâce au lemme 2.3 ; ce lemme admet une extension
au cas de la dimension 3.

L’idée est de se ramener à la dimension 2 en « découpant Ωi en tranches dans la direction
z », pour cela on pose

Ωi(z0) = {(x, y, z) ∈ Ωi : z = z0}.

On définit w∗ alors comme étant la solution de



∆(r,θ)w
∗ = ∆(r,θ)s

∗ dans Ωi(z0),

∂νw
∗ = 0 sur Γn ∩ {z = z0},

w∗ = 0 sur (Γr ∪ Γd) ∩ {z = z0},

où

s∗ = −χ1s
−1 = χ1

1√
r

sin
(
θ

2

)
.

On peut ainsi énoncer le lemme :

Lemme 3.1. Pour tout z,

d0(z) = 2
π

∫
Ωi(z)

fi(r, θ, z)(s∗ − w∗)(r, θ).

Remarque : Si fi est tensorielle dans le sens où : fi(r, θ, z) = g(r, θ)h(z) alors

d0(z) = h(z) 2
π

∫
Ωi(z)

g(r, θ)(s∗ − w∗)(r, θ).

Puisque le domaine est homogène dans la direction z, le calcul de la fonction de singularité
ne pose alors pas plus de difficulté que le cas de la dimension 2.

Si fi n’est pas tensorielle dans le sens décrit ci-dessus, alors le calcul de z 7→ d0(z) peut
s’avérer fastidieux et il peut être plus judicieux d’effectuer l’approximation d’une autre ma-
nière.
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Approximation de z 7→ d0(z)

On va ici utiliser les techniques déployées dans [12, 30] (voir aussi [35]). La partie théorique
de ces techniques est contenue dans [12] ; [30] en contient un résumé ainsi que des exemples
d’applications. Nous en expliquerons les grandes lignes et laisserons le lecteur intéressé s’y
reporter.

On part du constat que z 7→ d0(z) est suffisamment régulière. L’idée consiste alors à
approcher z 7→ d0(z) par le début de son développement en série dans une base adéquate.

En prenant z ∈ [−1, 1], nous nous sommes placés dans le cas de [30] où la base en question
nous est donnée : il s’agit de la famille des polynômes de Jacobi J (k)

m , de degré k, vérifiant la
relation d’orthogonalité ∫ 1

−1
J (k)
m J (n)

m (1− z2)mdz = δknhk,

pour m ∈ N et hk ∈ R.
Comme [30] nous fournit un certain nombre de résultats supplémentaires dans le cas

m = 2 et que celui-ci s’avère satisfaisant compte tenu de notre objectif, nous supposerons par
la suite m = 2 et noterons J (k) = J

(k)
2 afin d’alléger les notations. Notamment, nous avons

J (k)(z) = 1
k2 + 7k + 12

k∑
l=0

(k + l + 4)!
2ll!(k − l)!(l + 2)!(z − 1)l, (3.8)

et

hk = 25(k + 1)(k + 2)
(2k + 5)(k + 3)(k + 4) . (3.9)

L’application z 7→ d0(z) se décompose dans cette base de Jacobi sous la forme

d0 =
∑
k∈N

dkJ
(k), (3.10)

et si l’on note

d0
N =

N∑
k=0

dkJ
(k),

alors on a
|d0 − d0

N | = O(zN+1).

Les coefficients dk peuvent alors être obtenus grâce au produit scalaire :

dk = 1
hk

∫ 1

−1
d0J (k)(1− z2)2dz =

∫ 1

−1
d0B

(k)
J dz, (3.11)

en notant

B
(k)
J = (1− z2)2J

(k)

hk
, (3.12)

où J (k) est définit par (3.8) et hk par (3.9).
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L’enjeu consiste donc à déterminer la valeur de ce produit scalaire à partir des données
du problème (3.2) et plus particulièrement u0

i qui — pour rappel — vérifie

−α∆u0
i = fi dans Ωi,

∂νu
0
i = 0 sur Γn,

u0
i = 0 sur Γr.

Une approximation de la valeur du produit scalaire de (3.11) nous est fournie dans [12]
et [30] grâce à la forme bilinéaire anti-symétrique

J [R](u, v) =
∫ 1

−1

∫ π

0
(∂νuv − u∂νv)|r=RRdθdz, (3.13)

où R est le rayon du cylindre [0, R]× [0, π]× [−1, 1].

En effet, nous avons — toujours m = 2 —,

αJ [R](u0
i ,K[B(k)

J ]) =
∫ 1

−1
d0B

(k)
J dz +O(Rm+1),

où
K[B(k)

J ](r, θ, z) = B
(k)
J (z)ψ0(r, θ) + ∂2

zB
(k)
J (z)ψ2(r, θ), (3.14)

avec B(k)
J défini par (3.12),

ψ0(r, θ) = 2
π
r−

1
2 sin

(
θ

2

)
,

et
ψ2(r, θ) = − 1

π
r

3
2 sin

(
θ

2

)
.

Remarque : La somme définissant K[B(k)
J ] comporte en toute généralité un terme d’ordre

1 : ∂zB(k)
J (z)ψ1(r, θ) ; cependant, nous sommes ici dans un cas particulier de [30] où ψ1 = 0.

À partir de (3.11), nous pouvons alors énoncer le lemme suivant :

Lemme 3.2. Une approximation de z 7→ d0(z) est fournie, à partir de sa décomposition en
série (3.10), par

d0
N =

N∑
k=0

dkJ
(k),

avec comme erreur commise
|d0 − d0

N | = O(zN+1).
Les coefficients dk peuvent être approchés à partir du produit scalaire défini en (3.13)

selon la formule suivante :

dk = αJ [R](u0
i ,K[B(k)

J ]) +O(R3),

avec K[B(k)
J ] défini par (3.14).

Selon [30], l’erreur commise entre d0
N et d0 peut être de l’ordre de 1% (ou moins) pour

R ' 0, 1 dans le cas où d0 serait en réalité un polynôme. Cette erreur (pour le même ordre
de grandeur de R) peut s’avérer toutefois de l’ordre de 10% dans le cas où d0 aurait un
comportement raide aux voisinages de −1 et 1 ou si le degré du polynôme n’est pas suffisant.
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Mise en œuvre

La mise en œuvre numérique n’a pas fournie pour l’instant les résultats escomptés. Plu-
sieurs facteurs entrent en ligne de compte.

Concernant l’application de la méthode d’approximation de z 7→ d0(z), celle-ci s’est avérée
instable. Lors des tests, des fonctions comme z 7→ (z2−1)2 ont été approchés avec une erreur
d’environ 2% tandis que d’autres comme z 7→ cos(zπ) l’ont été avec une erreur d’environ
20% voire plus comme z 7→ (z2 − 1) qui cumulait 60% d’erreur. D’une part, [30] prévenait
de la possibilité d’erreurs importantes aux voisinages de −1 et 1, ce qui a pu être observé
dans certains cas ; d’autre part, les calculs en 3D étant très couteux, il n’a peut être pas
été possible de raffiner le maillage suffisamment, ce qui aurait impacté la précision de nos
approximations. Enfin, il est toujours possible que des erreurs de codage aient été faites et
soient restées introuvées.

Concernant les autres étapes de la méthode de plaquage des profils, les erreurs dues –
encore une fois – à un possible manque de raffinement des maillages sont venues s’ajouter
à celle faites lors de l’approximation de z 7→ d0(z). Notons aussi que nous retrouvons une
difficulté du cas 2D, celle d’approcher les profils (voir chapitre 2).

Ces erreurs cumulées ont invalidé jusqu’à présent l’espoir d’une application fiable de la
méthode. Toutes les simulations ont montré une grande instabilité des erreurs commises,
l’évolution des erreurs n’étant même pas monotone en fonction de ε.

3.3 Un deuxième cas irrégulier : une singularité co-
nique

On présente dans cette section quelques résultats numériques obtenus dans le cas d’un
domaine comportant une singularité de type conique d’angle ω ; la figure 3.12 représente une
coupe de ce domaine selon le plan (O, x, z).

Figure 3.12 – Coupe 2D d’un domaine 3D comportant une singularité conique.
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Le domaine peut être convexe (ω ∈]0, π]) —il a alors la forme d’une « goutte » —, ou non
(ω ∈]π, 2π]) — il a alors la forme d’une « pomme ». Ceci peut s’observer sur les figures 3.13
et 3.14 représentant des maillages de ces domaines dans les cas convexe et non convexe.

Figure 3.13 – Maillage d’une « goutte ».

Figure 3.14 – Maillage d’une « pomme ».

On s’intéresse alors ici au problème de transmission ci-dessous à gauche et à son approxi-
mation par le problème avec condition d’impédance de type Robin ci-dessous à droite.



−α∆uεi = fi dans Ωi,

−∆uεe = fe dans Ωε
e,

uεi = uεe sur Γr,

α∂νu
ε
i = −∂νuεe sur Γr,

uεe = 0 sur Γεd.

(3.15)


−α∆vε = fi dans Ωi,

vε + εα∂νv
ε = 0 sur Γr.

(3.16)

Nous ne construirons pas le développement asymptotique de uε, le procédé est le même
qu’au chapitre 1 : à chaque étape des singularités apparaissent et doivent être remplacées
par les profils associés ; nous devrions donc obtenir un développement ayant la même forme
que dans le théorème 1.4. La question qui se pose est : quels sont les premiers exposants de
singularité λ1 et de singularité duale λ−1 associés à ce problème ? En effet, au vu des travaux
effectués dans [34] et au chapitre 1, on devrait avoir comme estimation d’erreur entre les
solutions du problèmes de transmission et avec condition d’impédance :

‖uεi − vε‖0,Ωi =


O
(
εmin(2,λ1−λ−1)[log ε]

)
si λ−1 > −

3
2 ,

O
(
εmin(2,λ1+ 3

2 )[log ε]
)

si λ−1 < −
3
2;

(3.17)
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et
‖uεi − vε‖1,Ωi = O

(
εmin(2,λ1+ 1

2 )[log ε]
)
. (3.18)

Remarques :

— L’estimation sur l’erreur H1 se fait sous la condition λ−1 < −
1
2 mais, comme nous

pouvons le voir dans le tableau plus bas, celle-ci est toujours satisfaite.
— Une condition d’impédance tenant compte de la courbure du domaine comme la condi-

tion (3.1) permet d’améliorer les estimations d’erreurs (3.17) et (3.18) en remplaçant
les 2 présents dans les min par des 3.

Les valeurs de λ1 — ainsi que celles de λ−1 — se calculent à partir de la première valeur
propre µ1 du laplacien-beltrami sur une calotte sphérique d’ouverture ω ; la valeur propre
µ1 étant elle-même calculable modulo les zéros de fonctions de Legendre. On a alors, en
dimension 3,

λ±1 = −1
2 ±

√
1
4 + µ1.

On remarquera d’ailleurs la relation

λ−1 = −λ1 − 1.

Le tableau suivant nous donne les valeurs de λ1, λ−1 et ordre de convergence entre pro-
blèmes de transmission et d’impédance pour quelque valeurs remarquables de ω :

ω
2

π
6

π
5

π
4

π
3

π
2

2π
3

3π
4

4π
5

5π
6 π

λ1 4,08 3,31 2,55 1,77 1 0,6 0,47 0,39 0,35 0
λ−1 -5,08 -4,31 -3,55 -2,77 -2 -1,6 -1,47 -1,39 -1,35 -1

Pour plus de valeurs de λ1, un graphe est disponible dans [13].

3.3.1 Problème limite et visualisation de λ1

Le premier terme des développements asymptotiques de uε et vε, solutions de (3.15) et
(3.16), est la solution du problème limite ci-dessous :

−α∆u0 = fi dans Ωi,

u0 = 0 sur Γr.
(3.19)

La théorie des problèmes à coin nous dit que u0 se décompose en parties régulière et
singulière :

u0 = u0
reg + crλ1φλ1(θ, ϕ),

où (r, θ, φ) désigne les coordonnées sphériques, φλ1 une application dépendante de λ1 (non
nécessairement explicite) et c une constante.

Avec un second membre nul proche du coin, on peut s’attendre à ce que le comportement
de u0 proche du coin soit dicté par la singularité, i.e. que u0 se comporte comme rλ1 lorsque
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r est proche de 0. Ceci a été vérifié numériquement pour diverses valeurs de ω comme on peut
le voir sur le tableau suivant, où la valeur de λ1 est estimée par ajustement asymptotique à
la fonction r 7→ crλ1 .

ω
2

π
6

π
5

π
4

π
3

2π
3

3π
4

4π
5

5π
6

λ1 (') 4,02 3,29 2,27 1,44 0,54 0,41 0,39 0,35

Cela nous permet d’observer effectivement l’influence de l’ouverture ω du cône sur le
comportement de la solution et nous donne une base solide sur laquelle continuer nos calculs.

Mise en œuvre de l’extraction

Les calculs de u0 ont été effectués avec fi = χ{r>0.5} comme second membre et environ
450000 tétraèdres par maillage. Une fois récupérées les coordonnées des sommets du maillage
et les valeurs de la solution en ces points, ces-dernières sont filtrées de façon à ne conserver
que celles qui sont proches du coin et pas trop petites (> 10−6), autrement dit, pas trop très
du bord (sur lequel la solution s’annule et donc sur lequel on ne verrait pas grand chose). On
trouve ensuite λ1 par régression linéaire.

3.3.2 Comparaison numérique des problèmes de transmission
et d’impédance

Les simulations visant à vérifier numériquement les vitesses de convergences attendues
ne se sont pas avérées satisfaisantes. En effet, les vitesses de convergence données par (3.17)
et (3.18) n’ont jamais pu être atteintes (que cela soit pour l’erreur L2 ou H1). Ceci peut
s’expliquer par plusieurs facteurs.

Le premier serait le manque de précision sur les calculs ; en effet, les meilleures simulations
donnaient à peine des erreurs relatives entre impédance et transmission de l’ordre de 5% et
il n’a pas été possible de raffiner plus les maillages sans arriver à saturation mémoire de la
machine.

Le second rejoint le premier, peut être que les gammes de ε testées n’étaient pas assez
petites ; par manque de précision, il n’a pas été possible de prendre ε plus petit que 10−2 sans
observer une perte totale de convergence entre les solutions des deux problèmes.

Le troisième est que — au vu des valeurs de λ1 et λ−1 — les vitesses de convergences
attendues étaient peut être trop grandes pour pouvoir être observées. On peut observer sur
la figure 3.15 que le maximum de l’erreur n’est pas atteint à proximité de l’origine dans le
cas convexe ; il faut être dans le cas non convexe pour que cela devienne visible comme sur
la figure 3.16.

Ce phénomène a aussi été observé dans des cônes de révolutions, lesquels contiennent
aussi une singularité d’arête en plus de celle du coin. En effet, comme on peut le voir sur la
figure 3.17, l’erreur maximale n’est ni atteinte au coin ni à proximité de l’arête mais bel et
bien au milieu du cône là où le domaine est régulier.
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Figure 3.15 – Différence entre impédance
et transmission sur la goutte (échelle :
2.10−8 en bleu, 5.10−4 en vert, 7.10−4 en
jaune, 10−3 en rouge).

Figure 3.16 – Différence entre impédance
et transmission dans la pomme (échelle :
2.10−5 en bleu, 5.10−3 en vert, 10−2 en
rouge).

Figure 3.17 – Différence entre impédance et transmission dans un cône (échelle : 4.10−9 en
bleu, 10−3 en vert, 3.10−3 en rouge).

3.4 Conclusion et perspectives

Nous avons abordé dans ce chapitre l’approximation du problème de transmission par
celui avec condition d’impédance dans diverses situations de la dimension 3.

Les deux premières d’entre-elles sont les cas réguliers avec et sans courbure. Nous y avons
observé que les développements asymptotiques sont identiques au cas 2D. Des simulations ont
été effectuées et ont montré que les vitesses de convergence empiriques sont cohérentes avec
les estimations théoriques. Notons toutefois un bémol pour le cas sans courbure qui — bien
que donnant de meilleurs résultats que le cas avec courbure — reste assez loin des attentes
théoriques.

La troisième situation abordée est celle du cas 2D des chapitres précédents extrudée en
un problème 3D. Nous y avons vu que les développements asymptotiques s’effectuent de la
même façon que dans le cas 2D (avec les mêmes profils) à ceci près que les coefficients de
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singularité sont remplacés par des fonctions de singularité. Cela nous a permis de mettre
facilement en œuvre les méthodes de correction de l’erreur L2 : l’utilisation de conditions
d’impédance multi-échelle de type Robin et de type Ventcel. Ces dernières se sont avérées
aussi performantes qu’en 2D et ne demandent pas de travail supplémentaire. La mise en œuvre
de la méthode de plaquage des profils nécessite, elle, un travail supplémentaire : l’extraction
de la fonction de singularité. Cette extraction a fourni des résultats très variables (tantôt
bons, tantôt mauvais), ce qui est sans doute l’un des facteurs de l’inopérabilité actuelle de la
méthode ; notons toutefois que d’autres facteurs entrent en ligne de compte. Il faudrait donc
travailler plus en amont afin d’en déterminer les causes et les corriger.

Passons à quelques perspectives. La première serait donc d’attester numériquement de
l’opérabilité de la méthode plaquage des profils. La seconde sera naturellement l’étude du cas
d’un domaine comportant une singularité de type conique, lequel a été abordé succinctement
ici. Ceci nécessitera de construire les développements asymptotiques des différents problèmes
et des profils qui y sont associés. On pourra ensuite s’intéresser à l’adaptabilité des diffé-
rentes techniques proposées au sein de cette thèse ; celles-ci devraient s’avérer opérationnelles
à condition de pouvoir calculer explicitement certains termes des développements asymp-
totiques comme nous l’avons fait au cours de cette thèse. La troisième étape sera alors de
fusionner les deux cas précédents et donc d’avoir une singularité de type coin-arête. Finale-
ment, on pourra étudier d’autres problèmes (Lamé, Helmholtz, Maxwell...) pour chacune des
géométries possibles.
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Chapitre 4

Construction et étude des profils

Ce chapitre, auto-contenu, peut être omis en première lecture par le lecteur familier avec
ces objets. Il contient l’étude des profils des problèmes auxquels nous nous intéressons et plus
particulièrement de leurs comportements à l’infini. Par exemple, le profil du problème avec
condition d’impédance de type Robin vu en section 1.1.2 :

α∆pjr = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
r = 0 sur Γ∞n ,

pjr + α∂νp
j
r = 0 sur Γ∞r ,

pjr ∼ sj lorsque r → +∞.

La construction des solutions des problèmes de profils se fait de façon itérative à partir de
la singularité sj ; les termes suivants sj ayant un comportement à l’infini négligeable devant
elle. Les premiers termes du développement de pj à l’infini ne sont pas obtenus par la théorie
variationnelle mais itérativement et complétés à l’aide d’un reste. À partir d’un certain rang
— qui peut être déterminé explicitement — le reste du développement de pj à l’infini peut
être traité variationnellement et on a alors la décomposition :

pj = sj + termes non-variationnels + terme variationnel.

L’étude du comportement à l’infini du reste est effectuée à l’aide de la transformée de
Mellin et des espaces à poids de Kondrat’ev. Des résultats sur la régularité elliptique des
profils nécessaires mais très techniques pourront être trouvés dans l’annexe E qui leur est
dédiée.

L’étude du profil pour le problème avec condition d’impédance de type Robin a été pré-
sentée succinctement dans [11], elle apparaît ici de façon plus détaillée, notamment grâce aux
techniques employées dans [34] dont il s’agit d’une adaptation à un cas plus simple. Le lecteur
profane en la matière pourra donc trouver ici l’occasion de s’initier.

L’étude du profil du problème de transmission est calquée sur son analogue de [34] ; il ne
s’agit en fait que d’un cas légèrement différent. En conséquence, cette partie est plus succincte
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et vise à présenter les différences avec le profil d’impédance et celui de [34].

La partie sur le profil pour le problème d’impédance avec condition de Ventcel est le cas
réellement nouveau de ce chapitre bien qu’un cas similaire ait été étudié dans [6]. Malgré le
fait que les techniques employées à son étude soient les mêmes que pour les cas précédents,
l’apparition d’une dérivée tangentielle seconde dans une condition de bord requiert un cer-
tain nombre d’adaptations. Il peut être préférable de bien comprendre au préalable l’étude
du profil du premier problème avec condition d’impédance avant de se plonger dans celle-ci.

4.1 Profils du problème avec condition d’impédance
de type Robin

4.1.1 Introduction et définitions

Avant de pouvoir réellement introduire l’objectif de cette partie rappelons que Ω∞i est le
demi plan représenté sur la figure 4.1 et que (r, θ) désignent les coordonnés polaires centrées
en O.

Figure 4.1 – Domaine des profils du problème avec condition d’impédance de type Robin

Nous avons vu lors du développement asymptotique de la solution du problème d’impé-
dance vε (voir section 1.1.2) que des singularités sj apparaissaient dès la première étape et
bloquaient la poursuite du développement. Afin de contourner ce bloquage et de poursuivre
le développement, nous avons été conduits à remplacer ces singularités sj par des profils pjr .
Ces profils ont pour définition :

Définition 4.1. On nomme profil du problème avec condition d’impédance de type Robin la
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solution du problème 

α∆pjr = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
r = 0 sur Γ∞n ,

pjr + α∂νp
j
r = 0 sur Γ∞r ,

pjr ∼ sj lorsque r → +∞,

(4.1)

où
sj(r, θ) = rj+

1
2 sin

((
j + 1

2

)
θ

)
. (4.2)

Remarque : sj est solution de 

∆sj = 0 dans Ω∞i ,

∂νs
j = 0 sur Γ∞n ,

sj = 0 sur Γ∞r .

(4.3)

La compréhension de leur comportement à l’infini est cruciale pour la construction du
développement asymptotique du problème d’impédance (comme on a pu le voir par exemple
dans la démonstration du lemme 1.1). Précisément, le profil se décompose en deux parties :
« sur-variationnelle » (ou non-variationnelle) et « sous-variationnelle » (ou variationnelle).

4.1.2 Existence et unicité de solutions variationnelles au pro-
blème de type profil

Les problèmes variationnels de type profil d’impédance sont de la forme :

−α∆u = f dans Ω∞i ,

∂νu = 0 sur Γ∞n ,

u+ α∂νu = g sur Γ∞r .

(4.4)

Contrairement au problème (4.1), le problème (4.4) ne contient pas de condition sur le
comportement à l’infini de ses solutions mais des données au second membre.

On introduit l’espace variationnel associé à ces problèmes :

Vr =
{
v ∈ L2

loc(Ω∞i ) : ∇v ∈ L2(Ω∞i ), v|Γ∞r ∈ L
2(Γ∞r )

}
.

Afin de pouvoir utiliser le lemme de Lax-Milgram pour montrer l’existence de solutions
au problème (4.4), il faut d’abord montrer que Vr est un espace de Hilbert ; c’est l’objet de
la proposition suivante.
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Proposition 4.1. Vr muni du produit scalaire

(u, v) = α

∫
Ω∞i
∇u · ∇v +

∫
Γ∞r

uv

est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (vn)n ⊂ Vr de Cauchy. Alors (∇vn)n et (vn|Γ∞r )n sont de Cauchy dans
L2(Ω∞i ) et L2(Γ∞r ). Elles convergent donc : ∇vn → w dans L2(Ω∞i ) et vn|Γ∞r → u dans
L2(Γ∞r ).

Notons Ω0 = Ω∞i ∩ B(O, r0) et Γ0 = Γ∞r ∩ B(O, r0). L’inégalité de Poincaré-Friedrichs
nous donne :

‖vn‖H1(Ω0) ≤ C0
(
‖∇vn‖L2(Ω0) + ‖vn‖L2(Γ0)

)
, ∀n ∈ N,

où C0 ne dépend que de r0.

On en déduit que (vn)n est de Cauchy dans H1(Ω0). Il existe donc v0 ∈ H1(Ω0) tel que
vn → v0 dans H1(Ω0) et ∇v0 = w|Ω0 et v0|Γ0 = u|Γ0 .

Supposons que nous ayons construit par ce procédé v1 et v2 sur Ω1 ⊂ Ω2. Alors v2 = v1
sur Ω1. En effet, comme ∇v1 = ∇v2 = w sur Ω1, on en déduit que v1 − v2 est constante p.p.
dans Ω1. Or v1 = v2 = u sur Γ∞r , par théorème de trace on en déduit que v2 = v1 sur Ω1.

On peut alors étendre cette construction à Ω∞i .

Théorème 4.1. Soient g ∈ L2(Γ∞r ) et f ∈ L2
loc(Ω∞i ) telle que (1 + r)f ∈ L2(Ω∞i ). Alors il

existe une unique solution à (4.4) dans Vr.

Démonstration. La formulation variationnelle attachée au problème (4.4) est

a(u, v) = 〈F, v〉

avec
a(u, v) = α

∫
Ω∞i
∇u · ∇v +

∫
Γ∞r

uv

et
〈F, v〉 =

∫
Ω∞i

fv +
∫

Γ∞r
gv.

La forme bilinéaire a est clairement continue et coercive pour la norme de Vr. Reste à voir
que la forme linéaire 〈F, .〉 est continue. À cause de la définition de Vr, on ne peut pas majorer
directement l’intégrale sur Ω∞i par une inégalité de Cauchy-Schwarz puisque v n’est pas dans
L2(Ω∞i ) en général ; il faut introduire des poids adéquats. On a

|〈F, v〉| ≤ ‖(1 + r)f‖L2(Ω∞i )

∥∥∥∥ v

1 + r

∥∥∥∥
L2(Ω∞i )

+ ‖g‖L2(Γ∞r )‖v‖L2(Γ∞r ).
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Or
∥∥∥∥ v

1 + r

∥∥∥∥
L2(Ω∞i )

≤ C‖v‖Vr . En effet,

v(r, θ) = v(r, 0) +
∫ θ

0
∂θv(r, τ)dτ,

d’où

v(r, θ)2

(1 + r)2 ≤ 2

 v(r, 0)2

(1 + r)2 + 1
(1 + r)2

[∫ θ

0
∂θv(r, τ)dτ

]2


≤ 2π
(
v(r, 0)2

(1 + r)2 + 1
(1 + r)2

∫ π

0
|∂θv(r, τ)|2dτ

)
.

On en déduit que∫
R+

∫ π

0

v(r, θ)2

(1 + r)2 rdrdθ ≤ 2π
(∫

R+

∫ π

0

v(r, 0)2

(1 + r)2 rdrdθ +
∫
R+

∫ π

0

∫ π

0

∂θv(r, τ)2

(1 + r)2 rdτdrdθ
)

≤ 2π2
(∫

R+

v(r, 0)2

1 + r
dr +

∫
R+

∫ π

0

∂θv(r, τ)2

(1 + r)2 rdτdr
)

≤ 2π2
(
‖v‖2L2(Γ∞2 ) + ‖∇v‖2L2(Ω∞i )

)
≤ 2π2‖v‖2Vr .

Donc
|〈F, v〉| ≤

(
‖(1 + r)f‖L2(Ω∞i ) + ‖g‖L2(Γ∞r )

)
‖v‖Vr .

Le lemme de Lax-Milgram permet de conclure.

4.1.3 Développement « sur-variationnel »

Avant de commencer le développement, nous avons besoin d’introduire de nouveaux es-
paces fonctionnels.

Définition 4.2. On nomme Sλ(Ω∞i ) et Sλ(Γ∞r ) les ensembles ci-dessous :

Sλ(Ω∞i ) =
{
u : u(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

et
Sλ(Γ∞r ) =

{
u|Γ∞r : u ∈ Sλ(Ω∞i )

}
.
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Pour obtenir un développement à l’infini de pjr , on va formellement insérer dans (4.1)
l’expression suivante :

+∞∑
n=0

pj,nr

où, pour tout n, pj,nr ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞i ). Le terme ayant la puissance dominante de r de la somme

est pj,0r qui, comme sj , est dans S
1
2 +j(Ω∞i ). Plus n est grand, plus la puissance de r du terme

pj,nr est petite. Ainsi cette somme se comportera bien comme sj en l’infini.

On obtient 

N∑
n=0

α∆pj,nr = 0 dans Ω∞i ,

N∑
n=0

∂νp
j,n
r = 0 sur Γ∞n ,

+∞∑
n=0

(pj,nr + α∂νp
j,n
r ) = 0 sur Γ∞r .

Intéressons nous à la somme sur Γ∞r . Puisque ∂ν = r−1∂θ, le terme ∂νpj,nr appartiendra à
S

1
2 +j−n−1(Ω∞i ) et donc ∂νpj,n−1

r appartiendra à S
1
2 +j−n(Ω∞i ). L’idée est donc de regrouper

les pj,nr avec les ∂νpj,n−1
r qui appartiennent au même espace :

+∞∑
n=0

pj,nr + α∂νp
j,n
r = pj,0 +

+∞∑
n=1

(pj,nr + α∂νp
j,n−1
r ).

Le découpage en deux de cette somme incite à considérer la suite problèmes :



∆pj,0r = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j,0
r = 0 sur Γ∞n ,

pj,0r = 0 sur Γ∞r ,

(4.5)



∆pj,nr = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j,n
r = 0 sur Γ∞n ,

pj,nr = −α∂νpj,n−1
r sur Γ∞r .

(4.6)

Proposition 4.2.
1. Les fonctions de la forme csj, c constante, sont solutions de (4.5).
2. Les fonctions de la forme

pj,nr =
n∑
l=0

c(l)pj−l(n−l)r
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sont solutions de (4.6) où c(0) = 1 et les pj−l(n−l)r ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞i ) sont construits

itérativement comme étant solutions de

∆pj(l)r = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j(l)
r = 0 sur Γ∞n ,

p
j(l)
r = −α∂νpj(l−1)

r sur Γ∞r .

(4.7)

pour l ≥ 1 et pj(0)
r = sj. En particulier, pj,nr ∈ S

1
2 +j−n(Ω∞i ).

Démonstration.
1. C’est évident au vu du problème (4.3).

2. La preuve de ce lemme est principalement contenue dans [23], elle est aussi abordée
dans [11]. Il s’agit d’une démonstration par construction ; nous ne la referons pas dans
son entièreté mais donnerons les grandes lignes de la construction du premier terme
pj,1r pour j = 0. En effet, d’une part, cela simplifie les calculs mais ne change rien
à l’idée de la preuve, d’autre part nous en aurons besoin dans les chapitres suivants.
Remarquons toutefois que si les pj−l(n−l)r appartiennent à S

1
2 +j−n(Ω∞i ), alors pj,nr aussi.

Commençons par construire p0(1) tel qu’il soit solution de (4.7) :

∆p0(1)
r = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
0(1)
r = 0 sur Γ∞n ,

p
0(1)
r = −α∂νs0 sur Γ∞r .

(4.8)

Cherchons des solutions de la forme

p(r, θ) = 1√
r

(ϕ(θ) + ψ(θ) log r).

En calculant ∆p, nous aboutissons à

∆p = r−
5
2

(
ϕ
′′ + 1

4ϕ− ψ +
[
ψ
′′ + 1

4ψ
]

log r
)
.

Comme, sur Γ∞r ,
∂νs

0 = −r−1∂θs
0 = 1

2
√
r
,

on en déduit que, pour qu’une fonction de la forme de p soit solution de (4.8), ϕ et ψ
doivent vérifier les équations différentielles suivantes :



ψ
′′ + 1

4ψ = 0 sur ]0, π[,

ψ(0) = 0,

ψ′(π) = 0.

(4.9)



ϕ
′′ + 1

4ϕ = ψ sur ]0, π[,

ϕ(0) = α

2 ,

ϕ′(π) = 0.

(4.10)
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Les solutions de (4.9) sont de la forme ψ(θ) = c sin
(
θ

2

)
avec c ∈ R. On a alors un

second membre à (4.10) dont les solutions sont de la forme ϕ(θ) = c(π − θ) cos
(
θ

2

)
et

grâce aux conditions de bords on obtient c = α

2π .

On a donc construit — et retrouvé la formule de [11],

p0(1)
r (r, θ) = α

2π
1√
r

(
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ sin

(
θ

2

)
log r

)
,

qui est bien solution de (4.8) et appartient à S−
1
2 (Ω∞i ), ce que l’on souhaitait.

En posant, avec c0(1) ∈ R,
p0,1

r = p0(1)
r + c0(1)s−1,

on a bien p0,1
r dans S−

1
2 (Ω∞i ) solution de (4.6) pour j = 0 et n = 1. En effet, sur Γ∞r ,

s−1 = 0 et p0(1)
r = −α∂νs0 donc p0,1

r = −α∂νp0,0
r .

Remarque : Notons qu’il n’y a pas unicité des solutions de (4.5) et (4.6), en effet n’importe
quelle solution à laquelle on ajouterait csj−n avec c constante serait encore solution.

De façon plus visuelle, on a un développement triangulaire inférieur dont la diagonale est
composée des singularités :

pj,0r = c(0)sj ,

pj,1r = p
j(1)
r + cj(1)sj−1,

pj,2r = p
j(2)
r + cj(1)p

j−1(1)
r + cj(2)sj−2,

...

On remarquera de plus que la construction de p0(1)
r aura nécessité l’introduction d’un

terme polynomial de degré 1 en log r. Ceci se généralise dans les constructions des itérées
suivantes et on a alors que pj(n)

r – et donc pj,nr – sont des polynômes de degré au plus n en
log r.

Nous allons à présent délaisser le cadre des séries formelles pour regarder ce qui se passe
si l’on cherche à écrire pjr à l’aide d’un reste. Pour des raisons d’intégrabilité sur Γ∞r que nous
verrons plus bas, ceci nécessite l’introduction de la fonction de troncature radiale χ0 (voir
définition 1.1) . On écrira donc pjr sous la forme

pjr = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nr + P j,Nr .
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Si sj n’est pas concernée par la troncature χ0, c’est parce qu’elle ne pose pas de problème
d’intégrabilité sur Γ∞r puisque sj |Γ∞r = 0. Par construction des pj,nr et parce que χ0 et ∂ν
commutent – puisque χ0 est radiale –, nous aurons cette fois-ci sur Γ∞r :

N∑
n=0

(I +α∂ν)(χ0p
j,n
r ) = χ0

N∑
n=1

(pj,nr + α∂νp
j,n−1
r ) + χ0α∂νp

j,N
r = χ0α∂νp

j,N
r .

En effet, les conditions sur Γ∞r des problèmes (4.5) et (4.6) font que nous avons alors une
somme télescopique dont seul le terme ∂νpj,Nr n’est pas annihilé. Pour que cette formulation
de pjr vérifie les trois premières conditions de (4.1), P j,Nr doit vérifier :

α∆P j,Nr = −α∆
(
χ0

N∑
n=1

pj,nr

)
dans Ω∞i ,

∂νP
j,N
r = 0 sur Γ∞n ,

P j,Nr + α∂νP
j,N
r = −αχ0∂νp

j,N
r sur Γ∞r .

(4.11)

Contrairement aux deux problèmes précédents, nous allons considérer (4.11) de façon va-
riationnelle. C’est cette approche qui va déterminer jusqu’où N doit être poussé.

Le second membre

−∆
(
χ0

N∑
n=1

pj,nr

)

est à support dans [R0, R1]× [0, π]. Ce n’est donc pas lui qui contraint notre approche.

La contrainte vient de χ0∂νp
j,N . En effet, pour pouvoir appliquer le lemme de Lax-

Milgram, il faut que ce dernier appartienne à L2(Γ∞r ). Une question qui se pose naturellement
est alors : pour quels λ a-t-on χ0Sλ(Ω∞i ) ⊂ Vr ? C’est l’objet du lemme suivant.

Lemme 4.1. On a χ0Sλ(Ω∞i ) ⊂ Vr pour λ < −1
2 .

Démonstration. Par définition de Sλ(Ω∞i ), le comportement en l’infini de ses éléments est régi
par rλ. Par définition de Vr – et puisque χ0|[0,R0] = 0 –, il faut donc regarder pour quels λ on a :∫ +∞

R0
r2(λ−1)rdr < +∞ et

∫ +∞

R0
r2λdr < +∞.

Les deux conditions ci-dessus sont remplies dès que 2λ − 1 < −1 et 2λ < −1, donc dès que
λ < −1

2 .

Comme pj,Nr ∈ S
1
2 +j−N (Ω∞i ) et ∂ν = r−1∂θ, ∂νpj,Nr ∈ S

1
2 +j−N−1(Ω∞i ). Ainsi, d’après le

lemme 4.1, χ0∂νp
j,N
r |Γ∞r appartiendra à L2(Γ∞r ) si

j + 1
2 −N − 1 < −1

2
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ou encore
N > j.

Pour N > j, le lemme de Lax-Milgram assure donc l’existence d’une unique solution à
(4.11) dans Vr. On a ainsi obtenu la proposition suivante.

Proposition 4.3. Pour N > j, le problème (4.11) admet une unique solution P j,Nr dans Vr.

En résumé, nous avons obtenu le théorème suivant :

Théorème 4.2. Pour N > j, le problème (4.1) admet une solution qui se décompose sous la
forme

pjr = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nr︸ ︷︷ ︸
sur-variationnel

+ P j,Nr︸ ︷︷ ︸
variationnel

(4.12)

où les pj,nr ∈ S
1
2 +j−N (Ω∞i ) sont solutions de (4.5) et (4.6) et P j,Nr ∈ Vr solution de (4.11).

Notons ici qu’il n’y a pas unicité de la décomposition de pjr dans la mesure où il n’y pas
unicité des solutions de (4.5).

Le comportement à l’infini des pj,nr est connu. Reste à voir celui de P j,Nr . C’est l’objet des
parties suivantes.

Remarque : d’après ce que l’on a vu plus haut, on pourrait remplacer N par j + 1 dans
(4.12).

4.1.4 Régularité elliptique et transformée de Mellin du terme
sous-variationnel

L’étude du comportement du terme sous-variationnel va nécessiter l’utilisation d’espaces
à poids et de la transformée de Mellin. Le propos de cette sous-partie est d’établir les résul-
tats dont nous aurons besoin dans la sous-partie suivante. Ces résultats peuvent être admis
en première lecture afin de faciliter la compréhension de la démarche globale de l’étude des
profils.

Comme seul le comportement à l’infini de P j,Nr nous intéresse, nous allons nous affranchir
des difficultés qui peuvent intervenir proche de 0 en le tronquant par χ0. Afin d’alléger les
notations et puisque, comme nous le verrons par la suite, le comportement à l’infini de P j,Nr
est dû à son appartenance à Vr qui ne dépend pas de N et j, nous écrirons :

P 0
r = χ0P

j,N
r .
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P 0
r résout alors 

α∆P 0
r = ϕ dans Ω∞i ,

∂νP
0
r = 0 sur Γ∞n ,

P 0
r + α∂νP

0
r = ψ sur Γ∞r ,

(4.13)

où ϕ est à support dans la couronne [R0, R1]× [0, π] et ψ = −αχ2
0∂νp

j,N
r .

Avant de continuer, nous avons besoin de rappeler la définition des espaces à poids
Ks
γ(Ω∞i ) et Ks−

1
2

γ− 1
2
(Γ∞r ) introduits par Kondrat’ev dans [23]. On pourra se reporter à la section

D.1 de l’annexe D pour plus de résultats concernant ces espaces.

Définition 4.3. Soient γ ∈ R et s ∈ N, on définit Ks
γ(Ω∞i ) par

Ksγ(Ω∞i ) =
{
u ∈ L2

loc(Ω∞i ) : r|α|−s+γ∂α(x,y)u ∈ L
2(Ω∞i ), ∀α ∈ N2, |α| ≤ s

}
,

muni de la norme

‖u‖2Ksγ(Ω∞i ) =
∑
|α|≤s

∥∥∥r|α|−s+γ∂α(x,y)u
∥∥∥2

L2(Ω∞i )
.

On définit Ks−
1
2

γ− 1
2
(Γ∞r ) par

Ks−
1
2

γ− 1
2
(Γ∞r ) =

{
u ∈ L2

loc(Γ∞r ) : ∃v ∈ Ksγ(Ω∞i ), v|Γ∞r = u
}

muni de la norme

‖u‖
K
s− 1

2
γ− 1

2
(Γ∞r )

= inf
{
‖v‖Ks

γ(Ω∞i ) : v ∈ Ksγ(Ω∞i ), v|Γ∞r = u
}
.

Dans la suite, pour u fonction, les notations ǔ et ũ désigneront u en coordonnées polaires
(r, θ) et (t, θ) où t = log r ∈ R.

À présent, nous allons voir deux lemmes nous donnant des résultats sur l’appartenance
de P 0 aux espaces de type Ks

γ(Ω∞i ).

Lemme 4.2. ∀γ ≤ −1, P 0
r ∈ K0

γ(Ω∞i ).

Démonstration. P 0
r ∈ V donc ∇P 0

r ∈ L2(Ω∞i ) et P 0
r ∈ L2(Γ∞r ). Par ailleurs, P̌ 0

r |[0,R0]×[0,π] =
0. On a

P̌ 0
r (r, θ) = P̌ 0

r (r, 0) +
∫ θ

0
∂τ P̌ 0

r (r, τ)dτ.
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D’où

P̌ 0
r (r, θ)2 ≤ C

(
P̌ 0

r (r, 0)2 +
∫ π

0
∂τ P̌ 0

r (r, τ)2dτ
)
.

Ainsi,

‖rγP 0
r ‖20,Ω∞i =

∫
Ω∞i

r2γP 0
r (x, y)2d(x, y)

=
∫

]R0,+∞[×]0,π[
r2γP̌ 0

r (r, θ)2rd(r, θ)

≤ C

(∫ +∞

R0
r2γ+1P̌ 0

r (r, 0)2dr +
∫ π

0

∫ +∞

R0
r2γ∂τ P̌ 0

r (r, τ)2rdrdτ
)

≤ C

(∫ +∞

R0
r2γ+1P̌ 0

r (r, 0)2dr +
∫ π

0

∫ +∞

R0
r2γ+2(r−1∂τ P̌ 0

r (r, τ))2rdrdτ
)
.

Pour pouvoir majorer cette dernière quantité par C(‖P 0
r ‖20,Γ∞r +‖∇P 0

r ‖20,Ω∞i ), il faut que r2γ+1

et r2γ+2 soient bornés sur [R0,+∞[. Ce qui est le cas si 2γ + 1 ≤ 0 et 2γ + 2 ≤ 0 ; d’où la
condition γ ≤ −1.

Lemme 4.3. ∀m ∈ N, P 0
r ∈ Kmm−1(Ω∞i ).

Démonstration. Il s’agit d’appliquer le théorème de shift E.1 (page 204) — résultat de régu-
larité sur les solutions de (4.4) pour des seconds membres dans des espaces à poids Kmγ (Ω∞i )
— à P 0 pour γ = m − 1. En effet, P 0

r vérifie le problème (4.13) qui est bien de la forme du
problème (4.4) avec pour seconds membres ϕ et ψ. Le lemme précédent nous dit que l’hypo-
thèse sur P 0

r est vérifiée : P 0
r ∈ K0

−1(Ω∞i ). Par ailleurs, ϕ étant à support compact dans Ω∞i ,
il est clairement dans Km−2

m−1(Ω∞i ). Reste à voir pour ψ.

Par définition ψ = −αχ2
0∂νp

j,N
r , donc pour que ψ soit dans Km−

3
2

γ− 1
2

(Γ∞r ∩]t > −1[), il faut
que χ0r

−1∂θp
j,N
r soit dans Km−1

γ (Ω∞i ∩]t > −1[). D’après le point (5) de la proposition D.1,
on sait que si v ∈ Sλ(Ω∞i ) alors χ0v ∈ Ksγ(Ω∞i ) si, et seulement si, λ + γ < s − 1. Appliqué
à ψ, on en déduit qu’il faut que γ + λ − (m − 1) < −1, autrement dit, λ < −1. Or, comme
λ = 1

2 +j−N et comme on a supposé que N > j+1, on a λ < −3
2 . L’application du théorème

E.1 nous donne alors le résultat.

Afin de poursuivre, nous allons avoir besoin d’introduire un nouvel outil : la transformée
de Mellin. Il s’agit d’une transformation de Laplace dans la direction radiale définie par la
quantité suivante :

û(λ) =M[u](λ) =
∫ +∞

0
r−λu(r, θ)dr

r
.

Les différents cadres permettant de donner un sens à cette quantité sont rappelés dans la
section D.2 de l’annexe D. On pourra aussi de référer à [3]. Notons que û dépend de θ même
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si cette dépendance n’est pas affichée afin d’alléger les écritures. Nous utiliserons le cadre
des espaces à poids et les propriétés qui en découlent (voir section D.2.2). L’objet du lemme
suivant est de définir P̂ 0

r .

Lemme 4.4. La transformée de Mellin de P 0
r - notée P̂ 0

r - est bien définie pour Reλ ≥ 0 et
holomorphe pour Reλ > 0 (voir figure 4.4).

Démonstration. D’après le lemme 4.2, P 0
r ∈ K0

γ(Ω∞i ). Or, d’après le lemme D.3, P̂ 0
r est bien

définie pour Reλ = ξ = −γ − 1 avec γ ≤ −1, donc P̂ 0
r est bien définie pour Reλ ≥ 0.

Figure 4.2 – Domaine de définition P̂ 0
r .

Enfin, nous avons un lemme sur les transformées de Mellin du second membre de (4.13).

Lemme 4.5. On pose λN = 1
2 + j −N et λiN = λN − i.

1. ϕ̂ est bien définie et holomorphe sur C,
2. ψ̂ est bien définie et holomorphe sur C\{λ1

N}, méromorphe sur C.

Démonstration. On peut réécrire ψ sous la forme ψ = ψc + χ[r≥R1]ψλ1
N

où ψc est à support
dans [R0, R1] et ψλ1

N
∈ Sλ1

N (Ω∞i ).

Les transformées de Mellin de ϕ et ψc sont clairement holomorphes car ces derniers sont
à supports compacts. Reste la transformée de Mellin de ψλ1

N
.

Pour cela, on va utiliser un résultat plus fort, une formule pour les transformées de Mellin
des éléments de χ[r≥R1]Sµ(Ω∞i ). Soit u ∈ χ[r≥R1]Sµ(Ω∞i ), alors u peut s’écrire sous la forme

u(r, θ) = χ[r≥R1](r)rµ
L∑
l=0

logl
(
r

R1

)
ψl(θ).
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En effectuant le changement de variable t = log r dans la formule de la transformée de Mellin
on obtient

û(λ) =
L∑
l=0

ψl(θ)
∫ +∞

logR1
e−(λ−µ)t(t− logR1)l dt.

Une récurrence sur l permet de montrer que∫ +∞

logR1
e−(λ−µ)t(t− logR1)l dt = l!

(λ− µ)l+1R
µ−λ
1 .

D’où, pour Reλ > Reµ,

û(λ) =
L∑
l=0

ψl(θ)
(−1)l+1l!
(λ− µ)l+1R

λ−µ
1 .

On a donc obtenu un prolongement méromorphe de û sur C, holomorphe sur C\{µ}. On
en déduit le résultat pour ψλ1

N
avec µ = λ1

N .

4.1.5 Développement « sous-variationnel »

En passant en coordonnées (t, θ), avec t = log r, le demi-plan Ω∞i devient alors une bande
infinie de largeur π —, le système (4.13) devient

(∂2
t + ∂2

θ )P̃ 0
r = e2tϕ̃ dans R×]0, π[,

∂θP̃ 0
r = 0 sur R× {π},

P̃ 0
r − αe−t∂θP̃ 0

r = ψ̃ sur R× {0}.

Puis, en passant à la transformée de Mellin pour Reλ ≥ 0, on aboutit à



(λ2 + ∂2
θ )P̂ 0

r (λ) = ϕ̂(λ− 2) dans ]0, π[,

∂θP̂ 0
r (λ) = 0 en π,

P̂ 0
r (λ) = ψ̂(λ) + α∂θP̂ 0

r (λ+ 1) en 0.

(4.14)

On s’intéresse donc aux problèmes de la forme :



(λ2 + ∂2
θ )P (λ) = f(λ) dans ]0, π[,

∂θP (λ) = 0 en π,

P (λ) = g(λ) en 0.

(4.15)
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Lemme 4.6. Si f(λ) ∈ L2(]0, π[) et si

λ /∈ Z 1
2

=
{1

2 + k, k ∈ Z
}
,

alors il existe une unique solution à (4.15) dans H2(]0, π[). De plus, si λ 7→ (f(λ), g(λ)) est
méromorphe sur Π ⊂ C, alors λ 7→ P (λ) l’est aussi ; ses pôles sont ceux du second membre
et les 1

2 + k, k ∈ Z, lesquels proviennent de l’opérateur A associé à (4.15).

Remarque : Dans notre cas, f n’aura pas de pôles mais g si ; ils seront de la forme 1
2 + k,

k ∈ Z. Nous aurons alors un phénomène de résonance : si λ est un pôle d’ordre m (m = 1
dans notre cas) pour l’opérateur et d’ordre l pour g, alors il sera un pôle d’ordre m+ l pour
λ 7→ P (λ).

Démonstration. Il s’agit de voir l’injectivité et la surjectivité de l’opérateur

A(λ) : H2(]0, π[) −→ L2(]0, π[)× R

P (λ) 7−→ (f(λ), g(λ))

où A(λ) est défini par les équations (4.15).

Injectivité : Il s’agit de voir s’il existe des λ pour lesquels on a des solutions non triviales
à (4.15) avec second membre nul.

Si λ = 0, alors P (λ) = 0. Sinon, V (λ) = A cos(λθ) + B sin(λθ) ; les conditions de
bord donnent alors des solutions non triviales si et seulement si λ = 1

2 + k, k ∈ Z, ce
qui n’est pas le cas ici.

Surjectivité : Pour (f(λ), g(λ)) ∈ L2(]0, π[)× R, il faut résoudre

∂2
θP (λ) + λ2P (λ) = f(λ) dans ]0, π[,

∂θP (λ) = 0 en π,

P (λ) = g(λ) en 0.

Si λ = 0, il suffit d’intégrer pour résoudre le système. Sinon, on pose ∂θP (λ) = Q(λ)
et on veut alors résoudre {

∂θQ(λ) + λ2P (λ) = f(λ),
∂θP (λ)−Q(λ) = 0.

Ce système avec second membre nul a alors pour base de solutions{
P (λ) = a cos(λθ) + b sin(λθ),
Q(λ) = −aλ sin(λθ) + bλ cos(λθ).

Cette base est clairement analytique par holomorphie des cosinus et sinus complexes.
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La méthode de variation de la constante nous permet d’obtenir{
∂θP (λ)−Q(λ) = a′ cos(λθ) + b′ sin(λθ),

∂θQ(λ) + λ2P (λ) = −a′λ sin(λθ) + b′λ cos(λθ).

Autrement dit (
cos(λθ) sin(λθ)
−λ sin(λθ) λ cos(λθ)

)(
a′

b′

)
=
(

0
f(λ)

)
.

En inversant la matrice, on obtient(
a′

b′

)
=
(

cos(λθ) − sin(λθ)
λ

−λ sin(λθ) cos(λθ)
λ

)(
0

f(λ)

)
.

On trouve la solution particulière
a0(θ) = −

∫ θ

0

sin(λτ)
λ

f(λ)(τ)dτ,

b0(θ) =
∫ θ

0

cos(λτ)
λ

f(λ)(τ)dτ.

On cherche finalement a1 et b1 tels que

P (λ)(θ) = (a0(θ) + a1) cos(λθ) + (b0(θ) + b1) sin(λθ)

satisfasse P (λ)(0) = g(λ) et ∂θP (λ)(π) = 0.
On trouve a1 = g(λ)−a0(0) = g(λ) et b1 = (g(λ) + a0(π)) tan(λπ)− b0(π) si λ 6= 1

2 +k,
k ∈ Z.

Au vu de la forme de P (λ), il est clair que ses pôles sont les 1
2 + k, k ∈ Z et ceux du

second membre.

Théorème 4.3. P̂ 0
r se prolonge de façon méromorphe à C. L’ensemble de ses pôles est

PI r = Z 1
2
∩]−∞, 0].

(Voir figure 4.3).

Démonstration. L’idée clé est celle de décalage. On procède étape par étape en prolongeant
de façon méromorphe P̂ 0

r (λ) d’un demi-plan à un demi-plan plus grand en lui rajoutant une
bande d’épaisseur 1 (décalage vers la gauche). À chaque étape il convient alors de prendre en
compte les pôles qui apparaissent dans cette bande et ceux déjà présent dans le demi-plan
précédent rappelés par le second membre du problème (4.15) dont les pôles de la solution
sont donnés par le lemme 4.6. On note

ΛN =
{
λiN = 1

2 + j − (N + i), i ≥ 1
}
.
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Figure 4.3 – Pôles de P̂ 0
r .

Étape 1 : On définit P (λ) par

P (λ) = A(λ)−1(ϕ̂(λ− 2), ψ̂(λ) + α∂θP̂ 0
r (λ+ 1)).

D’après le lemme 4.5, ϕ̂ est holomorphe sur C et ψ̂ est méromorphe sur C\{λ1
N}.

Par ailleurs, P̂ 0
r est holomorphe pour Reλ > 0 d’après le lemme 4.4. Si on note

Πa = {λ ∈ C : Reλ > a}, alors λ 7→ ψ̂(λ) + α∂θP̂ 0
r (λ + 1) est holomorphe sur

Π−1 ∩Πλ1
N

= Π−1 puisque N > j implique que λ1
N ≤ −3

2 .

D’après le lemme 4.6, P (λ) est donc méromorphe sur Π−1 ; l’ensemble de ses pôles
étant Z 1

2
∩ Π−1. Ils sont issus de l’opérateur, le second membre n’apportant aucune

contribution. Or P̂ 0(λ) est solution de (4.14) sur Π0\Z 1
2
; par unicité, on en déduit que

P̂ 0
r (λ) = P (λ) sur Π0\Z 1

2
. Comme P̂ 0

r (λ) est holomorphe sur Π0, on en déduit (par
prolongement analytique) que les pôles de P (λ) dans Π0 sont artificiels.

Restent les pôles contenus dans Π−1\Π0 =]− 1, 0]× R. Le seul pôle qui y soit présent
est −1

2 . On a donc obtenu un prolongement méromorphe de P̂ 0
r (λ) à Π−1 dont le pôle

est −1
2 . On notera encore P̂ 0

r (λ) ce prolongement (voir figures 4.4 et 4.5).

Étape n : On procède par récurrence en répétant le processus décrit à l’étape 1. Supposons
que nous ayons construit par ce procédé un prolongement méromorphe de P̂ 0

r à Π−n+1.

Si n est assez grand, alors λ1
N ∈ Π−n sur lequel ψ̂ ne n’est plus holomorphe mais

méromorphe de pôle λ1
N . Quant à ∂θP̂ 0

r (.+ 1), il sera méromorphe sur Π−n ; l’ensemble
de ses pôles étant (Z 1

2
∪ ΛN )∩]− n, 0] = Z 1

2
∩]− n, 0] puisque ΛN ⊂ Z 1

2
.

Si n n’est pas assez grand, les pôles de ΛN n’apparaissent pas.

Le lemme 4.6 assure alors que

P (λ) = A(λ)−1(ϕ̂(λ− 2), ψ̂(λ) + α∂θP̂ 0
r (λ+ 1))

est méromorphe sur Π−n, l’ensemble de ses pôles étant encore Z 1
2
∩]−n, 0]. Par unicité,

P (λ) = P̂ 0
r (λ) sur Π−n+1. Donc P (λ) est un prolongement méromorphe de P̂ 0

r de Π−n+1
à Π−n dont les nouveaux pôles sont −1

2 − n et éventuellement λ1
N .
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Figure 4.4 – Étape 0 : P̂ 0
r holomorphe. Figure 4.5 – Étape 1 : P̂ 0

r méromorphe.

Remarque : On a pu voir dans la démonstration ci-dessus que les pôles de l’opérateur A
de (4.15) se confondent avec ceux du second membres. Comme mentionné dans la remarque
suivant le lemme 4.6, on assiste alors à un phénomène de résonance. Par exemple, à l’étape
1, on a obtenu que −1

2 était un pôle d’ordre 1 car c’était le premier construit. À l’étape
2, ce pôle va résonner avec l’opérateur et deviendra donc un pôle d’ordre 2 tandis que −3

2
apparaîtra comme pôle d’ordre 1.

Le lemme suivant nous donne une condition permettant de savoir dans quel espace à
poids Ksγ(Ω∞i ) on peut trouver un antécédent par transformation de Mellin au prolongement
méromorphe de P̂ 0

r (que l’on note encore P̂ 0
r ). La démonstration de ce lemme fait appel à des

espaces de Sobolev à poids : Hs(I, ρ) ; on rappelle leurs définitions ci-dessous.

Définition 4.4. Soient I ⊂ R, s ∈ N et ρ > 0 ; v ∈ Hs(I, ρ) si et seulement si

‖v‖2Hs(I,ρ) =
∑
|β|≤s

‖ρβ1∂β2v‖2L2(I) < +∞,

où β = (β1, β2).

Lemme 4.7. Soit a ∈ R+. Il existe P ar tel que P ar ∈ Kmm+a−1(Ω∞i ), pour tout m ∈ N, et
P̂ 0

r (λ) =M[P ar ](λ), pour tout λ ∈ C tel que Reλ ≥ −a.

Remarque : On va en fait voir dans la démonstration que c’est vrai pour a ∈ [−1,+∞[ et
donc en particulier pour a ∈ R+.
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Démonstration. On procède par récurrence sur bac, partie entière de a en partant de −1.

bac = −1 D’après le lemme 4.3 et la proposition D.1, P 0
r ∈ Kmm−1(Ω∞i ), donc P 0

r ∈ Kmm+a−1(Ω∞i )
puisque m− 1 ≥ m+ a− 1. Par ailleurs, P̂ 0

r est bien défini pour Reλ ≥ m− (m+ a−
1)− 1 = −a d’après le lemme 4.4.

bac ≥ 0 Soit n ∈ N∗. On suppose le résultat vrai pour tout a tel que bac ≤ n.

Soit a ∈ R+ tel que bac ∈]n, n + 1]. D’après le théorème D.1, il suffit de vérifier que,
pour tout Reλ = ξ ∈ [−a, 0[ (pour ξ ≥ 0, on sait déjà que P̂ 0

r répond au problème),

Im(ξ) =
∫
R

∥∥∥P̂ 0
r (ξ + iη)

∥∥∥2

Hm(]0,π[,|η|)
dη < +∞.

Comme P̂ 0
r résout (4.14), on obtient par régularité elliptique et théorème de trace que

∥∥∥P̂ 0
r (λ)

∥∥∥2

Hm(]0,π[,|η|)
≤ C

(
‖ϕ̂(λ− 2)‖2Hm(]0,π[,|η|) + |η|2m|ψ̂(λ)|2 +

∥∥∥P̂ 0
r (λ+ 1)

∥∥∥2

Hm+2(]0,π[,|η|)

)
.

D’où

Im(ξ) ≤ C
(∫

R
‖ϕ̂(λ− 2)‖2Hm(]0,π[,|η|) + |η|2m|ψ̂(λ)|2dη + Im+2(ξ + 1)

)
,

avec λ = ξ + iη.

— Commençons par nous intéresser à∫
R
|η|2m|ψ̂(λ)|2dη.

Cette dernière quantité est égale à ‖|η|mψ̂(λ)‖20,R. Comme tous les résultats sur la
transformée de Mellin cités jusqu’ici sont énoncés pour la dimension 2, détaillons
un peu.

On a
ηmψ̂(λ) =

∫
R
e−tξψ(t)ηme−itη(−1)m(−1)mdt

=
∫
R
e−tξψ(t)∂mt

(
e−itη

)
(−1)mdt

=
∫
R
∂mt (e−tξψ(t))e−itηdt (i.p.p.)

= F [∂mt (e−tξψ(t))](η).

Le théorème de Plancherel nous donne alors, pour ξ ∈ [−a, 0],
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‖|η|mψ̂(λ)‖20,R = C‖∂mt (e−tξψ(t))‖20,R

≤ C(ξ)
m∑
k=0
‖e−tξ∂kt ψ(t)‖20,R

= C(ξ)‖ψ‖Km
m−ξ−1(Γ∞2 )

≤ C‖ψ‖Kmm+a−1(Γ∞2 ).

Quelques précisions méritent d’être apportées sur ce calcul. Le passage à la der-
nière ligne est valable puisque m+a−1 ≥ m− ξ−1. L’égalité de l’avant dernière
ligne provient du lemme D.2. La dépendance en ξ de C(ξ) est polynomiale, elle
provient de la dérivation. Comme ξ ∈ [−a, 0], on peut borner cette constante par
un monôme en a et obtenir la dernière inégalité. La raison de cette dépendance
est visible dans la démonstration du lemme D.2. Cette même dépendance est à
l’œuvre dans les autres quantités à évaluer. Cependant, tenant compte de la re-
marque qui vient d’être faite, nous ne la ferons pas apparaître. Poursuivons.

‖ψ‖Kmm+a−1(Γ∞r ) ≤ ‖P 0
r ‖Kmm+a−1(Γ∞r ) + α‖r−1∂θP

0
r ‖Kmm+a−1(Γ∞r )

≤ C‖P 0
r ‖Km+1

m+a−1(Γ∞r )

≤ C‖P 0
r ‖Km+2

m+a−1(Ω∞i )

≤ C‖P 0
r ‖Km+2+bac

m+2+bac−1(Ω∞i ).

Cette dernière quantité étant finie d’après le lemme 4.3.

— Enchaînons avec ∫
R
‖ϕ̂(λ− 2)‖2Hm(]0,π[,|η|)dη.

Pour γ = m+ a+ 1, on a m− γ − 1 = −a et donc d’après le théorème D.1, pour
tout ξ ≥ −a, ∫

R
‖ϕ̂(λ− 2)‖2Hm(]0,π[,|η|)dη ≤ C‖ϕ‖Kmγ (Ω∞i ) < +∞.

En effet, par définition de ϕ, celui-ci appartient à C∞0 (Ω∞i ) et donc à Kmγ (Ω∞i )
pour tous γ ∈ R et m ∈ N.

— Finalement, il nous reste à considérer Im+2(ξ + 1). On aura « Im+2(ξ + 1) ≤
C‖P 0

r ‖2Km+2
γ

»dès que ξ + 1 ≥ m + 2 − γ − 1 d’après le théorème D.1. Pour
γ = m+ 2 + (a− 1)− 1 on a ξ + 1 ≥ −a+ 1. Comme ba− 1c ≤ n, par hypothèse
de récurrence, il existe P a−1 ∈ Km+2

m+2−(a−1)−1(Ω∞i ) tel que, pour λ ∈ C tel que
Reλ+ 1 ≥ −a+ 1, on ait P̂ 0

r (λ+ 1) =M[P a−1
r ](λ+ 1).
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Ainsi, pour ξ ≥ −a, on a

Im+2(ξ + 1) ≤ C‖P a−1
r ‖2Km+2

m+2+(a−1)−1(Ω∞i ).

Le théorème suivant est le résultat final de cette partie. Il permet d’inverser la transfor-
mée de Mellin sur P̂ 0

r afin de déterminer la structure et le comportement à l’infini de P 0
r .

Sa démonstration est calquée sur son analogue de [34] ; on pourra aussi se référer à celle du
théorème 3 de [3] qui offre un résultat essentiellement identique.

Théorème 4.4. 1. Soit n ∈ N. Il existe des fonctions pµr ∈ Sµ(Ω∞i ) telles que

P 0
r =

∑
µ∈PIr∩[−n,0]

pµr +Rn

avec Rn ∈ Kmm+n+δ(Ω∞i ), δ > 0, m ∈ N.

2. Pour µ ∈
]
−∞,−3

2

]
, les pµ sont construits par récurrence à l’aide de



∆pµr = 0 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µ
r = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµr = αr−1∂θp
µ+1
r sur ]0,+∞[×{0}.

Démonstration. 1. On utilise une technique de calcul des résidus. Soient a, b /∈ PI , a < b
et η > 0. On note Gn (voir figure 4.6) le contour de l’ouvert rectangulaire

a < Reλ < b et | Imλ| < η.

La formule des résidus donne∫
Gη
etλP̂ 0

r (λ)dλ = 2iπ
∑

µ∈PIr∩]a,b[
Resλ=µ e

tλP̂ 0
r (λ).

L’idée est de voir que, lorsque η tend vers +∞, les côtés verticaux laissent apparaître des
transformées de Mellin inverses et que, par ailleurs, les côtés horizontaux ne comptent
pas.

Côtés Verticaux : Il s’agit de montrer qu’il existe une suite (ηk)k tendant vers l’in-
fini telle que ∫ ηk

−ηk
et(ξ+iy)P̂ 0

r (ξ + iy)dy −−−−→
k→+∞

M−1
ξ

[
P̂ 0

r

]
(t).
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Figure 4.6 – Contour ouvert Gη.

On a∫ π

0

∫ ηk

−ηk
|et(ξ+iy)P̂ 0

r (ξ + iy)|dydθ ≤ etξ
∫ π

0

∫
R
|P̂ 0

r (ξ + iy)|dydθ

≤
√
πetξ

∫
R

(∫ π

0
|P̂ 0

r (ξ + iy)|2dθ
)

dy

=
√
πetξ

∫
R
‖P̂ 0

r (ξ + iy)‖0,]0,π[dy

Cette quantité étant finie d’après la démonstration du lemme 4.7, on en déduit
l’existence de la suite souhaitée.

Côtés Horizontaux : L’idée, là encore, est de montrer qu’il existe une suite (ηk)k
tendant vers l’infini telle que

I(ηk) =
∫ b

a
et(ξ+iηk)P̂ 0

r (ξ + iηk)dξ −−−−→
k→+∞

0.

On a ∫
R

∫ π

0
|I(η)|2dθdη ≤ C

∫ b

a

∫
R
‖P̂ 0

r (ξ + iη)‖0,]0,π[dηdξ.

où C dépende de t, a et b.

Usant de nouveau de la démonstration du lemme 4.7, on obtient que∫ b

a

∫
R
‖P̂ 0

r (ξ + iη)‖0,]0,π[dηdξ =
∫ b

a
I0(ξ)dξ < +∞.
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On en déduit alors l’existence de la suite voulue.

Ainsi, si l’on noteM−1
ξ [u] la transformée de Mellin inverse le long de la droite Reλ = ξ,

on a

M−1
b

[
P̂ 0

r

]
(r)−M−1

a

[
P̂ 0

r

]
(r) =

∑
µ∈PIr∩]a,b[

Resλ=µ r
λP̂ 0

r (λ). (4.16)

Notons pµr = Resλ=µ r
λP̂ 0

r (λ). On a pµr ∈ Sµ(Ω∞i ). En effet, le développement en série
de Laurent de P̂ 0

r étant

P̂ 0
r (λ) = h(λ) +

P∑
p=1

cp(θ)
(λ− µ)p

avec h holomorphe en λ = µ et P ≥ 1 (nous avons vu dans la démonstration du
théorème 4.3 et la remarque qui la suit que P̂ 0 admet a priori des pôles d’ordres P
supérieurs à 1) ; et, par ailleurs, vu que

rλ = rµ
∑
l≥0

logl r
l! (λ− µ)l,

on en déduit que le résidu de rλP̂ 0
r (λ) en µ est

rµ
∑

l−p=−1
cp(θ)

logl r
l! .

Il est clair que celui-ci appartient à Sµ(Ω∞i ). En appliquant (4.16) avec b = 0 et, pour
δ ∈]0, 1[, a = −(n+ δ) /∈ P, on obtient

M−1
0

[
P̂ 0

r

]
(r) =

∑
µ∈PIr∩]−(n+δ),0[

pµr +M−1
−(n+δ)

[
P̂ 0

r

]
(r).

Le lemme 4.7 nous permet d’inverser la transformée de Mellin le long de la droite Reλ =
0 et donc de pouvoir écrire M−1

0

[
P̂ 0

r

]
= P 0

r . L’utilisation du même lemme le long de
la droite Reλ = −(n+ δ) nous permet d’affirmer qu’il existe P−(n+δ) ∈ Kmm+n+δ(Ω∞i )
tel queM−1

−(n+δ)

[
P̂ 0

r

]
= P−(n+δ). On en déduit alors que

P 0
r =

∑
µ∈PIr∩]−(n+δ),0[

pµr + P−(n+δ).

En notant Rn = P−(n+δ), on obtient l’égalité voulue :

P 0
r =

∑
µ∈PIr∩]−(n+δ),0[

pµr +Rn.

2. On va procéder par récurrence sur i en partant du premier pôle qui nous assure d’être
dans l’espace variationnel Vr : −3

2 . En effet, d’après le lemme 4.1 et le théorème 4.3, le
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Figure 4.7 – Bandes infinies ne comportant qu’un seul pôle chacune.

premier λ ∈ P tel que λ < −1
2 est −3

2 , d’où la définition de µi ci-dessous.

On note µi = −1
2 − i et µ

±
i = µi± δ pour i ≥ 1 tel que µi > λ1

N – on suppose N > j tel
que cela soit vérifié – et δ > 0 assez petit pour que µi soit le seul pôle dans l’intervalle
]µ−i , µ

+
i [ (voir figure 4.7). On note aussi a±i = −µ∓i .

i = 1 : En réappliquant le procédé décrit en première partie, on obtient

P
a+

1r − P a
−
1r = Resλ=µ1 r

λP̂ 0
r (λ) = pµ1

r .

Par transformée de Mellin inverse sur le problème (4.14) le long des droites Reµ±1 ,
puis faisant la différence des deux problèmes, on obtient

∆pµ1
r = ϕa

+
1 − ϕa

−
1 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µ1
r = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµ1
r = ψa

+
1 − ψa

−
1 + α

1
r
∂θ

(
P
a+

1 +1
r − P a

−
1 +1

r

)
sur ]0,+∞[×{0}.

En effet,

M−1
a±1

[
P̂ 0

r (λ+ 1)
]

(t) = 1
2π

∫
R
e(a±1 +iη)tP̂ 0

r ((a±1 + 1) + iη)dη

= e−t
1

2π

∫
R
e((a±1 +1)+iη)tP̂ 0

r ((a±1 + 1) + iη)dη

= e−t
˜
P
a±1 +1
r (t)

d’après lemme 4.7.
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Par ailleurs, ψ̂ et ϕ̂ ne comportent pas de pôles dans ]µ−1 , µ
+
1 [ par hypothèse

sur N . On en déduit par théorème des résidus que ψa
+
1 = ψa

−
1 et ϕa

+
1 = ϕa

−
1 .

Par contre, P̂ 0
r a un pôle dans ]µ−1 + 1, µ+

1 + 1[ en la personne de −1
2 . Donc

P
a+

1 +1
r − P a

−
1 +1

r = pµ1+1
r n’est pas nul. On a alors

∆pµ1
r = 0 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µ1
r = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµ1
r = α

1
r
∂θp

µ1+1
r sur ]0,+∞[×{0}.

i > 1 : Le procédé est identique au cas précédent.

4.1.6 Conclusion

En résumé, nous avons donc obtenu l’existence d’un profil pjr solution du problème

α∆pjr = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
r = 0 sur Γ∞n ,

pjr + α∂νp
j
r = 0 sur Γ∞r ,

pjr ∼ sj lorsque r → +∞.

sous la forme suivante :

pjr = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nr + P j,Nr ,

où sj , pj,nr et P j,Nr sont les solutions des problèmes (4.3), (4.5), (4.6) et (4.11) (la formule
de sj étant donnée par (4.2)) et N = j + 1. Les comportements à l’infini de sj et pj,nr sont
connus du fait qu’ils appartiennent à

Sλ(Ω∞i ) =
{
u : u(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

avec, respectivement, λ = 1
2 + j et λ = 1

2 + j − n. Par ailleurs, le théorème 4.4 nous donne le
comportement à l’infini de P j,Nr et donc de pjr . Plus grossièrement, on a donc

pjr(r, θ) = sj(r, θ) + χ0

N∑
n=1

pj,nr + χ0O
(
rj−(N+1) log r

)
.
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En particulier, on a

p0
r = s0 + χ0

(
p0(1)

r + c0(1)s−1
)

+ χ0O
(
r−

3
2 log r

)
(4.17)

avec
p0(1)

r = α
1

2π
1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

Remarque : tous ces résultats sont encore valables si α dans la condition sur Γ∞r est remplacé
par une fonction α• constante égale à α pour x ≥ xα où xα ∈ R∗+. En effet, la troncature
χ0 gommera toute différence de comportement entre α• et α pour x ≤ xα et l’étude du
comportement à l’infini du profil sera exactement identique à celle menée ci-dessus. Nous
réutiliserons donc directement ces résultats avec α• sur Γ∞r à la place de α et profil associé
sera noté pjr• . Notons toutefois que la constante c0(1) dans (4.17) sera a priori modifiée et
sera alors notée c0(1)

• .

4.2 Profils du problème de transmission

L’étude des profils du problème de transmission suivant un processus similaire à celle du
problème avec condition d’impédance, la structure de cette partie sera la même que celle de
la partie 4.1.

4.2.1 Introduction et définitions

Nous avons ici besoin d’introduire quelques définitions supplémentaires. On note Ω∞ =
◦

Ω∞i ∪ Ω∞e où Ω∞i et Ω∞e sont définis comme sur la figure 4.8.

Figure 4.8 – Domaine du profil de transmission.
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Définition 4.5.

Sλ(Ω∞e ) =
{
u : u(x, y) = xλ

L∑
l=0

logl xψl(y), ψl ∈ C∞([−1, 0])
}
,

et
Sλ(Ω∞) =

{
u : ui ∈ Sλ(Ω∞i ), ue ∈ Sλ(Ω∞e ) et ui = ue sur Γ∞r

}
.

Définition 4.6. On désigne par sj0 le prolongement continu de sj (voir définition ??) à Ω∞e
par 0.

Nous avons vu lors du développement asymptotique de la solution du problème de trans-
mission uε (voir section 1.2.2) que les mêmes singularités sj que pour le problème avec condi-
tion d’impédance apparaissaient dès la première étape et bloquent la poursuite du dévelop-
pement. Afin de contourner ce bloquage et de poursuivre le développement, nous avons aussi
été conduits à remplacer ces singularités sj par des profils qj , cette fois-ci correspondants au
problème de transmission. Ces profils ont pour définition :

Définition 4.7. On nomme profil du problème de transmission (1.16) la solution du problème

−α∆qji = 0 dans Ω∞i ,

−∆qje = 0 dans Ω∞e ,

qji = qje sur Γ∞r ,

α∂νq
j
i = −∂νqje sur Γ∞r ,

∂νq
j = 0 sur Γ∞n ,

qje = 0 sur Γ∞d ,

qj = sj0 + o
(
r

1
2 +j

)
lorsque r → +∞.

(4.18)

Remarque : Pour le problème d’impédance, nous avions écrit comme condition à l’infini
pjr ∼ sj ; cette notation quelque peu abusive ne posait pas de problèmes à l’époque. Cepen-
dant, dans ce cas précis, elle aurait été erronée puisque – comme nous allons le voir par la
suite – qj = sj0 + O

(
r

1
2 +j−1

)
et comme sj0|Ω∞e = 0, nous aurions eu qj ∼ r

1
2 +j−1 au lieu

de qj ∼ r
1
2 +j dans Ω∞e . Nous utiliserons donc dès maintenant cette nouvelle formulation qui

exprime mieux le fait que qj se comporte à l’infini comme sj plus un reste négligeable devant
ce dernier.

4.2.2 Existence et unicité de solutions variationnelles au pro-
blème de type profil
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Les problèmes variationnels de type profil de transmission sont de la forme :

−α∆ui = fi dans Ω∞i ,

−∆ue = fe dans Ω∞e ,

ui = ue sur Γ∞r ,

α∂νui = −∂νue + g sur Γ∞r ,

∂νu = 0 sur Γ∞n ,

ue = 0 sur Γ∞d .

(4.19)

Pour montrer l’existence et l’unicité de solutions variationnelles à ce type de problème,
nous avons d’abord besoin de montrer que l’espace variationnel associé est bien un espace de
Hilbert. C’est l’objet de la proposition suivante.

Proposition 4.4. L’espace variationnel W associé au problème (4.19), défini par

W = {w ∈ L2
loc(Ω∞) : ∇w ∈ L2(Ω∞), w|Γ∞d = 0},

et muni du produit scalaire

(u,w) = α

∫
Ω∞i
∇ui · ∇wi +

∫
Ω∞e
∇ue.∇we

est un espace de Hilbert.

Démonstration. Elle est une adaptation immédiate de la démonstration de la proposition
4.1.

Théorème 4.5. Soient g ∈ L2(Γ∞r ) et f ∈ L2
loc(Ω∞) telle que (1 + r)f ∈ L2(Ω∞). Alors il

existe une unique solution à (4.19) dans W.

Démonstration. C’est à nouveau une adaptation directe de la démonstration théorème 4.1 ;
la seule difficulté supplémentaire provient des changements de variables qui diffèrent selon
que l’on soit sur Ω∞i ou Ω∞e .

4.2.3 Développement « sur-variationnel »

Afin d’obtenir un développement de qj , on va insérer formellement dans (4.18) – de la
même façon que pour les profils du problème avec condition d’impédance de type Robin –
l’expression suivante :

+∞∑
n=0

qj,n
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où, pour tout n, qj,n ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞).

On obtient 

+∞∑
n=0

α∆qj,ni = 0 dans Ω∞i ,

+∞∑
n=0

∆qj,ne = 0 dans Ω∞e ,

+∞∑
n=0

qj,ni =
+∞∑
n=0

qj,ne sur Γ∞r ,

+∞∑
n=0

α∂νq
j,n
i =

+∞∑
n=0

(
−∂νqj,ne

)
sur Γ∞r ,

+∞∑
n=0

∂νq
j,n = 0 sur Γ∞n ,

+∞∑
n=0

qj,ne = 0 sur Γ∞d .

Là encore, l’idée est de regrouper les termes ayant le même comportement à l’infini.
Cependant, nous allons voir que nous avons un découplage intérieur-extérieur en plus de l’ap-
parition d’une récurrence.

Sur Γ∞r , on a

∂νq
j,n
i = r−1∂θq

j,n
i ∼ r

1
2 +j−(n+1), r → +∞

et
∂νq

j,n
e = ∂yq

j,n
e ∼ x

1
2 +j−n, x→ +∞.

On va donc regrouper ∂νqj,ne avec ∂νqj,n−1
i . On va ainsi pourvoir construire le terme extérieur

de rang n à l’aide du terme intérieur de rang n − 1. On utilisera alors l’autre condition sur
Γ∞r pour construire le terme intérieur de rang n à l’aide du terme extérieur de rang n.

Dans Ω∞e , on a ∂2
xq
j,n
i ∼ r

1
2 +j−(n+2) et ∂2

yq
j,n
e ∼ r

1
2 +j−n lorsque r → +∞. On va donc

regrouper ∂2
yq
j,n
e avec ∂2

xq
j,n−2
e .

On aboutit ainsi à deux problèmes couplés :



∂2
yq
j,n
e = −∂2

xq
j,n−2
e dans Ω∞e ,

∂yq
j,n
e = αr−1∂θq

j,n−1
i sur Γ∞r ,

qj,ne = 0 sur Γ∞d ,
(4.20)



∆qj,ni = 0 dans Ω∞i ,

∂νq
j,n
i = 0 sur Γ∞n ,

qj,ni = qj,ne sur Γ∞r ,

(4.21)
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avec les conventions ∂2
xq
j,−2
e = ∂2

xq
j,−1
e = ∂θq

j,−1
i = 0.

L’étude générique de ce type de problèmes relève de la théorie générale des problèmes
à coin (on pourra se référer à [13] ou [23] par exemple) ; nous ne démontrerons donc pas le
théorème suivant qui en découle.

Théorème 4.6. Soient f ∈ Sλ−2(Ω∞e ), g ∈ Sλ−1(Γ∞2 ) et h ∈ Sλ(Γ∞2 ). Alors les problèmes
suivants :



∂2
yu = f dans Ω∞e ,

∂yu = g sur Γ∞2 ,

u = 0 sur Γ∞4 ,



∆u = 0 dans Ω∞i ,

∂νu = 0 sur Γ∞1 ,

u = h sur Γ∞2 ,

admettent une solution, unique pour le problème intérieur. De plus, celles-ci appartiennent à
Sλ.

Forts de ce résultat, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.5. Les fonctions de la forme

qj,n =
n∑
l=0

c(l)qj−l(n−l)

sont solutions de (4.20) et (4.21) où c(0) = 1, qj(0) = sj0 et qj−l(n−l) ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞). Les qj(l)

étant eux aussi construits par récurrence à l’aide des problèmes suivants (avec les conventions
∂2
xq
j(−2)
e = ∂2

xq
j(−1)
e = ∂θq

j(−1)
i = 0) :



∂2
yq
j(l)
e = q

j(l−2)
e dans Ω∞e ,

∂yq
j(l)
e = −α∂νqj(l−1)

i sur Γ∞r ,

q
j(l)
e = 0 sur Γ∞d ,



∆qj(l)i = 0 dans Ω∞i ,

∂νq
j(l)
i = 0 sur Γ∞n ,

q
j(l)
i = q

j(l)
e sur Γ∞d .

Démonstration. On procède par récurrence
n = 0 : 0 est solution du problème extérieur ci-dessus et csj du problème intérieur dans

S
1
2 +j(Ω∞). Les solutions de (4.20) et (4.21) sont donc de la forme qj,0 = csj0.

n ≥ 1 : Supposons que nous ayons construit les qj(l) ∈ S
1
2 +j−l(Ω∞) solutions des problèmes

extérieur et intérieur ci-dessus pour l ∈ {0, ..., n−1}. L’application directe du théorème
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4.6 à l’hypothèse de récurrence assure l’existence de qj(n) ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞) solution des

deux problèmes. On peut alors construire qj,n à l’aide de la formule

qj,n =
n∑
l=0

c(l)qj−l(n−l);

de plus, comme d’après le théorème 4.6 les qj−l(n−l) ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞), on en déduit que

qj,n aussi.

À nouveau, nous allons délaisser le cadre des séries formelles pour nous intéresser au cas
où qj est écrit à l’aide d’un reste. Ceci nécessite encore une fois l’introduction de la fonction
de troncature χ0 (voir définition 1.1). Nous écrirons qj sous la forme

qj = sj0 + χ0

N∑
n=1

qj,n +Qj,N .

Ainsi écrit, pour que qj vérifie le problème (4.18), Qj,N doit vérifier

−α∆Qj,Ni = α∆
(
χ0

N∑
n=1

qj,ni

)
dans Ω∞i ,

−∆Qj,Ne = ∆
(
χ0

N∑
n=1

qj,ne

)
dans Ω∞e ,

Qj,Ni = Qj,Ne sur Γ∞r ,

α∂νQ
,N
i = −∂νQj,Ne − αχ∂νqj,Ni sur Γ∞r ,

∂νQ
j,N = 0 sur Γ∞n ,

Qj,Ne = 0 sur Γ∞d .

(4.22)

Ce problème se résout de façon variationnelle. Le second membre associé au laplacien
étant à support dans la couronne [R0, R1], il ne pose pas de problème ; la contrainte provient
du terme χ0∂νq

j,N
i . En effet, il faut que celui-ci soit dans L2(Γ∞r ). À nouveau se pose la

question de savoir pour quels λ a-t-on l’inclusion de χ0Sλ(Ω∞) dans W.
Le lemme suivant qui est l’homologue du lemme 4.1 nous donne la réponse. Nous noterons

qu’un décalage vers la droite apparaît par rapport à l’impédance.

Lemme 4.8. Pour que χ0Sλ(Ω∞) ⊂ W, il suffit que λ < 0.

Démonstration. Similaire à celle du lemme 4.1, la condition donnée par l’intégrale de bord
étant remplacée par une condition sur l’intégrale sur Ω∞e .

Nous sommes alors dans la même situation que pour l’impédance, nous devons avoir
N > j. Sous cette condition, le théorème de Lax-Milgram assure l’existence et l’unicité d’une
solution à (4.22) dans W. Nous avons ainsi obtenu la proposition suivante :
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Proposition 4.6. Pour N > j, le problème (4.22) admet une unique solution Qj,N dans W.

En résumé, nous avons le théorème

Théorème 4.7. Pour N > j, le problème (4.18) admet une solution qui se décompose sous
la forme

qj = sj0 + χ0

N∑
n=1

qj,n︸ ︷︷ ︸
sur-variationnel

+ Qj,N︸ ︷︷ ︸
variationnel

. (4.23)

où les qj,n ∈ S
1
2 +j−N (Ω∞) sont solutions de (4.20) et (4.21) et Qj,N ∈ W solution de (4.22).

À l’instar de la section précédente, il nous reste maintenant à étudier Qj,N .

Remarque : comme pour l’impédance, on pourrait remplacer N par j + 1 dans (4.23).

4.2.4 Régularité elliptique et transformée de Mellin du terme
sous-variationnel

L’objet et les remarques de cette partie sont les mêmes que pour son homologue plus
haut. Il y a cependant une différence avec le cas d’impédance. En effet, le domaine n’étant
plus le même, l’ensemble des complexes pour lesquelles sera définie la transformée de Mellin
s’en trouvera changé.

Posons, une fois encore,

Q0 = χ0Q
j,N ;

lequel résout 

∆Q0
i = ϕi dans Ω∞i ,

∆Q0
e = ϕe dans Ω∞e ,

Q0
i = Q0

e sur Γ∞r

α∂νQ
0
i = −∂νQne + ψ sur Γ∞r ,

∂νQ
0 = sur Γ∞n ,

Q0
e = 0 sur Γ∞d ,

(4.24)

où ϕ est à support dans la couronne [R0, R1]× [0, π] et ψ = −αχ2
0∂νq

j,N .

Avant de pouvoir continuer, il nous faut introduire une définition supplémentaire. Comme
pour les profils du problème avec condition d’impédance, nous avons besoin des espaces à
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poids Ksγ de Kondrat’ev (voir [23]) ; si nous avons déjà posé Ksγ(Ω∞i ) et Ks−
1
2

γ− 1
2
(Γ∞r ) dans la

définition 4.3, nous avons ici à définir Ksγ(Ω∞e ) et Ksγ(Ω∞).

Définition 4.8. Soient γ ∈ R et s ∈ N, on définit Ksγ(Ω∞e ) et Ksγ(Ω∞) par

Ksγ(Ω∞e ) =
{
u ∈ L2

loc(Ω∞e ) : x|α|−s+γ∂α(x,y)u ∈ L
2(Ω∞e ), ∀α ∈ N2, |α| ≤ s

}
et

Ksγ(Ω∞) =
{
u : ui ∈ Ksγ(Ω∞i ), ue ∈ K

s+ 1
2

γ (Ω∞e ) et ui = ue sur Γ∞r
}
.

Remarque : Notons qu’il y a une différence d’indice sur les espaces à poids auxquels appar-
tiennent les différentes composantes de u dans la définition de Ksγ(Ω∞). Précisément, ue est

dans Ks+
1
2

γ (Ω∞e ) tandis que ui est dans Ksγ(Ω∞i ). Ceci provient du fait que u est considéré en
coordonnées cartésiennes sur Ω∞e et polaires sur Ω∞i : le changement de variables pour passer
d’un système de coordonnées à l’autre engendre le décalage de 1

2 .
Par ailleurs, x peut être remplacé par r dans la définition de Ksγ(Ω∞e ) lorsqu’on s’intéresse

au comportement de u à l’infini.

Nous pouvons maintenant énoncer deux lemmes sur l’appartenance de Q0 aux espaces
Ksγ(Ω∞).

Lemme 4.9. ∀γ ≤ −1, Q0 ∈ K0
γ(Ω∞).

Démonstration. Similaire à son homologue du cas impédance, la démonstation du lemme 4.2.
On note (

r̄, θ̄
)

=


(r, θ) sur Ω∞i ,

(x, y) sur Ω∞e .

Q0 ∈ W donc ∇Q0 ∈ L2(Ω∞) et Q0 = 0 sur Γ∞d . Par ailleurs, Q̌0|[0,R0]×[−1,π] = 0.

On a

Q̌0
(
r̄, θ̄
)

= Q̌0 (r̄,−1)︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫ θ̄

−1
∂τ̄ Q̌0(r̄, τ̄)dτ̄ .

D’où
Q̌0
(
r̄, θ̄
)2
≤ C

∫ π

−1
∂τ̄ Q̌0(r̄, τ̄)2dτ̄ .

Ainsi,

‖r̄γQ0‖20,Ω∞ =
∫

Ω∞
r̄2γQ0(x, y)2d(x, y)

≤ C

(∫ π

0

∫ +∞

R0
r2γ∂τ Q̌0

i (r, τ)2rdrdτ +
∫ 0

−1

∫ +∞

R0
x2γ∂yQ̌0

e(x, y)2d(x, y)
)
.

Ici, on veut majorer cette dernière quantité par C(‖∇Q0
i ‖20,Ω∞i +‖∇Q0

e‖20,Ω∞e ). On retrouve
pour l’intérieur la même condition que pour l’impédance : 2γ + 2 ≤ 0 ; pour l’extérieur, on
doit avoir 2γ ≤ 0. D’où la condition γ ≤ −1.
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Lemme 4.10. ∀m ∈ N, Q0 ∈ Kmm−1(Ω∞).

La démonstration de ce lemme est - comme pour son homologue de l’impédance - basée
sur l’étude de la régularité elliptique du profil. Celle-ci étant quasi-identique à celle de son
analogue dans [34], nous ne la retranscrirons pas ici. Il en va de même pour certains des
autres résultats qui vont suivre. Poursuivons avec la transformée de Mellin de Q0.

Lemme 4.11. La transformée de Mellin de Q0 – notée Q̂0 – est bien définie pour Reλ ≥ 1
2

et holomorphe pour Reλ > 1
2 (voir figure 4.11).

Figure 4.9 – Domaine de définition de Q̂0.

Lemme 4.12. On rappelle que λN = 1
2 + j −N et λiN = λN − i.

1. ϕ̂ est bien définie et holomorphe sur C,

2. ψ̂ est bien définie et holomorphe sur C\{λ1
N}, méromorphe sur C.

4.2.5 Développement « sous-variationnel »
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Le passage aux coordonnées (t̄, θ̄) avec t̄ égal à log r sur Ω∞i , log x sur Ω∞e , donne

α(∂2
t + ∂2

θ )Q̃0
i = e2tϕ̃i dans R×]0, π[,

(e−2t(∂2
t − ∂t) + ∂2

y)Q̃0
e = ϕ̃e dans R×]− 1, 0[,

Q̃0
i = Q̃0

e sur R× {0}

αe−t∂θQ̃
0
i = −∂yQ̃0

e + ψ̃ sur R× {0},

∂nQ̃0 = sur (R× {π}) ∪ ({0} × [−1, 0]),

Q̃0
e = 0 sur R× {−1}.

En passant alors à la transformée de Mellin pour Reλ ≥ 1
2, on obtient de nouveau un

découplage intérieur-extérieur :



∂2
yQ̂

0
e(λ) = ϕ̂e(λ) + λ(λ− 1)Q̂0

e(λ+ 2) dans ]− 1, 0[,

∂yQ̂0
e(λ) = −α∂θQ̂0

i (λ+ 1) + ψ̂(λ) en 0,

Q̂0
e(λ) = 0 en − 1

(4.25)

et 

(λ2 + ∂2
θ )Q̂0

i (λ) = ϕ̂i(λ− 2) dans ]0, π[,

∂θQ̂
0
i (λ) = 0 en π,

Q̂0
i (λ) = Q̂0

e(λ) en 0.

(4.26)

Ici, on s’intéresse donc aux problèmes du type

∂2
yQe(λ) = f1(λ) dans ]− 1, 0[,

∂yQe(λ) = g1(λ) en 0,

Qe(λ) = 0 en − 1

(4.27)

et 

(λ2 + ∂2
θ )Qi(λ) = f2(λ) dans ]0, π[,

∂θQi(λ) = 0 en π,

Qi(λ) = g2(λ) en 0.

(4.28)

Le traitement du problème (4.28) a déjà été effectué dans la partie impédance au lemme
4.15. Celui du problème (4.27) est donné par le lemme suivant (dont la démonstration est
immédiate).
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Lemme 4.13. Si f1(λ) ∈ L2(] − 1, 0[) alors il existe une unique solution à (4.27) dans
H2(]− 1, 0[) :

Qe(λ) =
∫ y

−1

[
g1(λ)−

∫ 0

u
f1(λ).(v)dv

]
du.

De plus, si λ 7→ (f1(λ), g1(λ)) est méromorphe sur Π ⊂ C, alors λ 7→ Qe(λ) l’est aussi ;
ses pôles sont ceux du second membre.

Théorème 4.8. Q̂0 se prolonge de façon méromorphe à C. L’ensemble de ses pôles est

PT = Z 1
2
∩
]
−∞, 1

2

]
.

(Voir figure 4.10)

Remarque : on note un décalage de 1
2 vers la droite par rapport à l’impédance.

Figure 4.10 – Pôles de Q̂0.

Démonstration. Le procédé est identique à celui du cas d’impédance. Nous ne donnerons
donc les détails que pour la première étape afin de situer les différences dues à la transmission.

On note Ae l’opérateur défini par les équations (4.27), Ai l’opérateur défini par les équa-
tions (4.28) et on définit Q(λ) par

Qe(λ) = Ae(λ)−1
(
ϕ̂e(λ) + λ(λ− 1)Q̂0

e ,(λ+ 2), ψ̂(λ) + α∂θQ̂
0
i (λ+ 1)

)
,

et
Qi(λ) = Ai(λ)−1

(
ϕ̂i(λ− 2), Q̂0

e(λ)
)
.

Commençons par traiter la partie extérieure. D’après le lemme 4.12, ϕ est holomorphe
sur C et ψ est méromorphe sur C\{λ1

N}. Par ailleurs, Q̂0 est holomorphe pour Reλ > 1
2 . On

rappelle que Πa = {λ ∈ C : Reλ > a}, on a alors λ 7→ ψ̂(λ)+α∂θQ̂0
i (λ+1) est holomorphe sur

Π− 1
2
∩Πλ1

N
= Π− 1

2
– puisque N > j implique que λ1

N ≤ −3
2 – et λ 7→ ϕ̂e(λ)+λ(λ−1)Q̂0

e(λ+2)
est holomorphe sur Π− 3

2
.
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D’après le lemme 4.13, Qe(λ) est donc holomorphe sur Π− 1
2
. Comme Qe et Q̂0

e vérifient
le même problème sur Π 1

2
, on en déduit qu’ils sont égaux sur Π 1

2
et on a donc obtenu un

prolongement holomorphe de Q̂0
e à Π− 1

2
. On notera encore Q̂0

e ce prolongement.

Passons maintenant à la partie intérieure. Comme ϕ̂i et Q̂0
e sont holomorphes sur Π− 1

2
,

le lemme 4.6 nous assure que Q̂i est méromorphe sur Π− 1
2
; l’ensemble de ses pôles étant

Z 1
2
∩ Π− 1

2
. Ils sont issus de l’opérateur, le second membre n’apportant aucune contribution

puisque, une fois encore, son pôle est λ1
N ≤ −3

2 . Ici aussi, puisque Qi et Q̂0
i vérifient le même

problème sur Π 1
2
, on en déduit qu’ils sont égaux sur Π 1

2
\Z 1

2
. Comme Q̂0(λ) est holomorphe

sur Π 1
2
, on en déduit (par prolongement analytique) que les pôles de Qi(λ) dans Π 1

2
sont

artificiels.

Restent les pôles contenus dans Π− 1
2
\Π 1

2
=] − 1

2 ,
1
2 ] × R. Le seul pôle qui y soit présent

est 1
2 . On a donc obtenu un prolongement méromorphe de Q̂0

i (λ) à Π− 1
2
dont le pôle est 1

2 .

On notera encore Q̂0
i (λ) ce prolongement.

Nous avons donc obtenu un prolongement méromorphe de Q̂0 à Π− 1
2
dont le pôle est 1

2
(voir figures 4.11 et 4.12). Comme pour le cas impédance on réitère le procédé décrit ci-dessus
en prenant en compte les pôles du second membre dont l’apparition dépend du choix de N .

Figure 4.11 – Étape 0 : Q̂0 holomorphe. Figure 4.12 – Étape 1 : Q̂0 méromorphe.

Comme pour le cas du problème avec condition d’impédance, le lemme suivant nous donne
une condition permettant de savoir dans quelle espace à poids Ksγ(Ω∞) on peut trouver un
antécédent par transformation de Mellin au prolongement méromorphe de Q̂0 (que l’on note
encore Q̂0). La démonstration de ce lemme fait à nouveau appel aux espaces de Sobolev à
poids Hs(I, ρ) posés en definition 4.4.

159



4.2. PROFILS DU PROBLÈME DE TRANSMISSION

Lemme 4.14. Soit a ∈ R+. Il existe Qa tel que Qa ∈ Kmm+a−1, pour tout m ∈ N, et Q̂0(λ) =
M[Qa](λ), pour tout λ ∈ C tel que Reλ ≥ −a.

Remarque : Le principe étant le même que pour son homologue du cas impédance, nous ne
donnerons qu’une ébauche de preuve, nous reposant sur les détails techniques déjà explicités.

Démonstration. On procède par récurrence sur bac, partie entière de a en partant de -1.
bac = −1 D’après les lemmes 4.10 et la proposition D.1, Q0 ∈ Kmm−1(Ω∞), donc Q0 ∈

Kmm+a−1(Ω∞) puisque m − 1 ≥ m + a − 1. Par ailleurs, Q̂0 est bien défini pour

Reλ ≥ m− (m+ a− 1)− 1
2 = 1

2 − a d’après le lemme 4.11.

bac ≥ 0 Soit n ∈ N∗. On suppose le résultat vrai pour tout a tel que bac ≤ n.

Soit a ∈ R+ tel que bac ∈]n, n+1]. D’après le théorème D.1, il suffit de vérifier que, pour
tout Reλ = ξ ∈ [−a, 0[ (là encore, pour ξ ≥ 0, on sait déjà que Q̂0 répond au problème),

Im(ξ) =
∫
R

∥∥∥Q̂0(ξ + iη)
∥∥∥2

Hm(]−1,π[,|η|)
dη < +∞.

Procédons, une fois de plus, par découplage intérieur-extérieur.

Im(ξ) =
∫
R

∥∥∥Q̂0(ξ + iη)
∥∥∥2

Hm(]−1,π[,|η|)
dη

=
∫
R

∥∥∥Q̂0
i (ξ + iη)

∥∥∥2

Hm(]0,π[,|η|)
dη +

∫
R

∥∥∥Q̂0
e(ξ + iη)

∥∥∥2

Hm(]−1,0[,|η|)
dη

= I i
m(ξ) + Ie

m(ξ).

Par régularité elliptique,∥∥∥Q̂0
e(λ)

∥∥∥
Hm(]−1,0[,|η|)

≤ C

(
‖ϕ̂e(λ)‖Hm(]−1,0[,|η|) +

∥∥∥λ(λ− 1)Q̂0
e(λ+ 2)

∥∥∥
Hm(]−1,0[,|η|)

+
∥∥∥Q̂0

i (λ+ 1)
∥∥∥
Hm+2(]−1,0[,|η|)

+ |η|2m|ψ̂(λ)|2
)
.

Or∥∥∥λ(λ− 1)Q̂0
e(λ+ 2)

∥∥∥
Hm(]−1,0[,|η|)

=
∑

|α|≤m+2

∥∥∥|η|α1∂α2
θ

(
λ(λ− 1)Q̂0

e(λ+ 2)
)∥∥∥2

0,]−1,0[

≤ C(ξ)
∑

|α|≤m+2

∥∥∥|η|α1+2∂α2
θ Q̂0

e(λ+ 2)
∥∥∥2

0,]−1,0[

≤ C
∑

|α|≤m+4

∥∥∥|η|α1∂α2
θ Q̂0

e(λ+ 2)
∥∥∥2

0,]−1,0[

= C
∥∥∥Q̂0

e(λ+ 2)
∥∥∥2

Hm+4(]−1,0[,|η|)
.
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Ici aussi, C(ξ) désigne une dépendance polynomiale en ξ de la constante, laquelle peut
être majorée uniformément par le même argument que pour l’impédance.

On a aussi par régularité elliptique

∥∥∥Q̂0
i (λ+ 2)

∥∥∥
Hm(]0,π[,|η|)

≤ C
(
‖ϕ̂i(λ− 2)‖Hm(]0,π[,|η|) +

∥∥∥Q̂0
e(λ)

∥∥∥
Hm+1(]0,π[,|η|)

)
.

On a donc

Ie
m(ξ) ≤ C

(∫
R
‖ϕ̂e(λ)‖2Hm(]−1,0[,|η|) + |η|2m|ψ̂(λ)|2dη + I i

m+2(ξ) + Ie
m+4(ξ)

)
et

Ie
m(ξ) ≤ C

(∫
R
‖ϕ̂i(λ− 2)‖2Hm(]−1,0[,|η|) + Ie

m+1(ξ)
)
.

On peut alors majorer les deux seconds membres de ces inégalités par les mêmes argu-
ments pour la version impédance de ce lemme (voir démonstration lemme 4.7).

Théorème 4.9. 1. Soit n ∈ N. Il existe des fonctions qµ ∈ Sµ(Ω∞) telles que

Q0 =
∑

µ∈PT ∪[−p,0]
qµ +Rn

avec Rn ∈ Kmm+n+δ, δ > 0, m ∈ N.

2. Pour µ ∈
]
−∞,−3

2

]
, les qµ sont construits par récurrence à l’aide des problèmes

extérieur-intérieur suivants :



∂2
yq
µ
e = −∂2

xq
µ+2
e dans Ω∞e ,

∂yq
µ
e = α∂νq

µ+1
i sur Γ∞r ,

qµe = 0 sur Γ∞d .



∆qµi = 0 dans Ω∞i ,

∂νq
µ
i = 0 sur Γ1,∞

n ,

qµi = qµe sur Γ∞r .

Démonstration. 1. identique au 1. de la démonstration du théorème 4.4.
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2. On reprend les notations établies lors de la démonstration du théorème 4.4. On note
µi = −1

2 − i et µ
±
i = µi± δ pour i ≥ 1 tel que µi > λ1

N – on suppose N > j tel que cela
soit vérifié – et δ > 0 assez petit pour que µi soit le seul pôle dans l’intervalle ]µ−i , µ

+
i [.

On note aussi a±i = −µ∓i .

On procède une fois de plus par récurrence sur i en partant du premier pôle qui nous
assure d’être dans l’espace variationnel W : µ1. Le principe étant le même que pour
l’impédance, nous ne détaillerons que le cas i = 1.

On a

Qa
+
1 −Qa

−
1 = Resλ=µ1r

λQ̂0(λ) = qµ1 .

Appliquant la transformée de Mellin inverse le long des droites µ±1 sur les problèmes
4.25 et 4.26, on obtient



∂2
yq
µ1
e = ϕ

a+
1e − ϕ

a−1e − ∂2
x

(
Q
a+

1 +2
e −Qa

+
1 +2

e

)
dans Ω∞e ,

∂yq
µ1 = α∂ν

(
Q
a+

1 +1
i −Qa

−
1 +1

i

)
+ ψa

+
1 − ψa

+
1 sur Γ∞r ,

qµ1
e = 0 sur Γ∞d

et 

∆qµ1
i = ϕ

a+
1

i − ϕ
a−1
i dans Ω∞i ,

∂νq
µ1
i = 0 sur Γ1,∞

n ,

qµ1
i = qµ1

e sur Γ∞r .

Comme pour l’impédance, ϕ et ψ n’ont pas de pôles dans ]µ−1 , µ
+
1 [. Donc, ϕa

+
1 −ϕa

−
1 =

ψa
+
1 −ψa

+
1 = 0. Par contre, Q0 admet des pôles en µ1 + 1 et µ1 + 2 d’après le théorème

4.8 (voir figure 4.13). Donc Qa
+
1 +1

i −Qa
−
1 +1

i = pµ1+1
i et Qa

+
1 +2

e −Qa
+
1 +2

e = pµ1+2
e ne sont

pas nuls et on obtient bien les systèmes voulus.

4.2.6 Conclusion
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Figure 4.13 – Bandes infinies ne comportant qu’un seul pôle chacune (encore).

En résumé, nous avons donc obtenu l’existence d’un profil qj solution du problème

α∆qji = 0 dans Ω∞i ,

∆qje = 0 dans Ω∞e ,

qji = qje sur Γ∞r ,

α∂νq
j
i = −∂νqje sur Γ∞r ,

∂νq
j = 0 sur Γ∞n ,

qje = 0 sur Γ∞d ,

qj = sj0 + o
(
r

1
2 +j−1

)
lorsque r → +∞.

Il s’écrit sous la forme suivante :

qj = sj0 + χ0

N∑
n=1

qj,n +Qj,N ,

où sj0 (prolongement continu par 0 de sj à Ω∞e ), qj,n et Qj,N sont les solutions des problèmes
(4.3), (4.20), (4.21) et (4.22) (la formule de sj étant donnée par (4.2)) et N = j + 1. Les
comportements à l’infini de sj et qj,n sont connus du fait qu’ils appartiennent à

Sλ(Ω∞) =
{
u : ui ∈ Sλ(Ω∞i ), ue ∈ Sλ(Ω∞e ) et ui = ue sur Γ∞r

}
,

où

Sλ(Ω∞i ) =
{
u : u(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

et

Sλ(Ω∞e ) =
{
u : u(x, y) = xλ

L∑
l=0

logl xψl(y), ψl ∈ C∞([−1, 0])
}
.
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Par ailleurs, le théorème 4.9 nous donne le comportement à l’infini de Qj,N et donc de qj .
Plus grossièrement, on a donc

qj(r, θ) = sj0(r, θ) + χ0q
j,1(r, θ) + χ0O

(
rj−

3
2 log r

)
.

En particulier, on a

q0 = s0
0 + χ0

(
q0(1) + d0(1)s−1

0

)
+ χ0O

(
r−

3
2 log r

)
, (4.29)

où d0(1) ∈ R et q0(1) vérifie



∂2
yq

0(1)
e = 0 dans Ω∞e ,

∂yq
0(1)
e = 0 sur Γ∞r ,

q
0(1)
e = 0 sur Γ∞d ,



∆q0(1)
i = 0 dans Ω∞i ,

∂νq
0(1)
i = 0 sur Γ1,∞

n ,

q
0(1)
i = q

0(1)
e sur Γ∞r .

On a donc q0(1)
e = 0 et le problème intérieur est alors identique à celui de son homologue

pour l’impédance : p0(1) ; on peut donc prendre :

q
0(1)
i = p0(1) = α

1
2π

1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.

4.3 Profils du problème d’impédance avec condi-
tion de Ventcel

Encore une fois, l’étude des profils du problème avec condition d’impédance de type
Ventcel suivant un processus similaire à celle du problème avec condition d’impédance de
type Robin, la structure de cette partie sera la même que celle de la partie 4.1.

4.3.1 Introduction et définitions

L’étude des profils d’impédance avec condition de Ventcel suit celle de l’impédance de
condition de Robin. Nous contenterons donc d’en préciser les différences tandis que nous
passerons sous silence les similitudes.

Définition 4.9. On nomme profil du problème avec condition d’impédance de type Ventcel
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la solution du problème

α∆pjv,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
v,β = 0 sur Γ∞n ,

pjv,β + α∂νp
j
v,β − β∂2

τp
j
v,β = 0 sur Γ∞r ,

pjv,β(O) = 0,

pjv,β ∼ sj lorsque r → +∞.

(4.30)

Figure 4.14 – Domaine des profils du problème avec condition d’impédance de type Ventcel.

4.3.2 Existence et unicité de solutions variationnelles au pro-
blème de type profil

Les problèmes variationnels de type profil avec condition d’impédance de type Ventcel
sont de la forme : 

−α∆u = f dans Ω∞i ,

∂νu = 0 sur Γ∞n ,

u+ α∂νu− β∂2
τu = g sur Γ∞v ,

u(O) = 0.

(4.31)

L’espace variationnel associé aux problèmes de la forme de (4.31) :

Vv =
{
v ∈ L2

loc(Ω∞i ) : ∇v ∈ L2(Ω∞i ), v|Γ∞v ∈ L
2(Γ∞v ), ∂τv|Γ∞v ∈ L

2(Γ∞v ), v(O) = 0
}
.

Cet espace est un peu exotique dans la mesure où il possède une condition de Dirichlet
ponctuelle alors que nous sommes en dimension 2. Remarquons cependant que les conditions
v|Γ∞v ∈ L

2(Γ∞v ) et ∂τv|Γ∞v ∈ L
2(Γ∞v ) se traduisent par v ∈ H1(Γ∞v ). Or, pour tout Γ ⊂ Γ∞v
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borné, on a H1(Γ∞v ) ⊂ H1(Γ), ce dernier s’injectant de façon compacte dans C(Γ). On en
déduit que la condition v(O) = 0 fait sens.

Proposition 4.7. Vv muni du produit scalaire

(u, v) =
∫

Ω∞i
∇u · ∇v +

∫
Γ∞v

uv +
∫

Γ∞v
∂τu∂τv

est un espace de Hilbert.

Démonstration. Remarquons que Vv ⊂ Vr, où Vr est l’espace variationnel associé au profils
avec condition d’impédance de Robin. Il suffit donc de prouver que Vv est fermé dans Vr.
Ce qui est immédiat aux vues de la forme de Vv et de la remarque sur la continuité faite
ci-dessus.

Théorème 4.10. Soient g ∈ L2(Γ∞v ) et f ∈ L2
loc(Ω∞i ) telle que (1 + r)f ∈ L2(Ω∞i ). Alors il

existe une unique solution à (4.31) dans Vv.

Démonstration. Identique à celle du théorème 4.1 .

4.3.3 Développement « sur-variationnel »

Comme précédemment on va insérer formellement dans (4.30) l’expression suivante :

+∞∑
n=0

pj,nv,β

où, pour tout n, pj,nv,β ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞i ).

On obtient 

+∞∑
n=0

α∆pj,nv,β = 0 dans Ω∞i ,

+∞∑
n=0

∂νp
j,n
v,β = 0 sur Γ∞n ,

+∞∑
n=0

(pj,nv,β + α∂νp
j,n
v,β − β∂

2
τp
j,n
v,β) = 0 sur Γ∞v ,

+∞∑
n=0

pj,nv,β(O) = 0.
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A l’instar des cas précédents, on regroupe les termes qui appartiennent aux mêmes espaces
à partir de la condition sur Γ∞v :
+∞∑
n=0

(pj,nv,β + α∂νp
j,n
v,β − β∂

2
τp
j,n
v ) = pj,0v,β + pj,1v,β + α∂νp

j,0
v,β︸ ︷︷ ︸

∈S
1
2 +j−1

+
+∞∑
n=2

(pj,nv,β + α∂νp
j,n−1
v,β − β∂2

τp
j,n−2
v,β )︸ ︷︷ ︸

∈S
1
2 +j−n

.

Nous aboutissons cette fois-ci à trois problèmes :



∆pj,0v,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j,0
v,β = 0 sur Γ∞n ,

pj,0v,β = 0 sur Γ∞v ,

(4.32)



∆pj,1v,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j,1
v,β = 0 sur Γ∞n ,

pj,1v,β = −α∂νpj,0v,β sur Γ∞v ,

(4.33)

et 

∆pj,nv,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j,n
v,β = 0 sur Γ∞n ,

pj,nv,β = −α∂νpj,n−1
v,β + β∂2

τp
j,n−2
v,β sur Γ∞v .

(4.34)

Le cas des problèmes (4.32) et (4.33) est déjà traité dans la proposition 4.2, la proposition
suivante traite de celui de (4.34).

Proposition 4.8. Les fonctions de la forme

pj,nv,β =
n∑
l=0

c(l)p
j−l(n−l)
v,β

sont solutions de (4.34) où c(0) = 1 et les pj−l(n−l)v,β ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞i ) sont construits par itération

à partir de pj(0)
v = sj comme étant solutions de, pour l ≥ 2,



∆pj(1)
v,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j(1)
v,β = 0 sur Γ∞n ,

p
j(1)
v,β = −α∂νsj sur Γ∞v ;



∆pj(l)v,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j(l)
v,β = 0 sur Γ∞n ,

p
j(l)
v,β = −α∂νpj(l−1)

v,β + β∂2
τp
j(l−2)
v,β sur Γ∞v .

En particulier, pj,nv,β ∈ S
1
2 +j−n(Ω∞i ).

Écrivons maintenant pjv,β à l’aide d’un reste :

pjv,β = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nv,β + P j,Nv .
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Remarquons que contrairement à la dérivée normale, la dérivée tangentielle ne commute
pas avec χ0. Ceci occasionne l’apparition de termes supplémentaires ; en effet, pour qu’ainsi
écrit, pjv,β vérifie (4.30), P j,Nv doit vérifier :

α∆P j,Nv = f dans Ω∞i ,

∂νP
j,N
v = 0 sur Γ∞n ,

P j,Nv + α∂νP
j,N
v − β∂2

τP
j,N
v = g sur Γ∞v ,

P j,Nv (O) = 0,

(4.35)

avec

f = −α∆
(
χ0

N∑
n=1

pj,nv,β

)
,

et

g = −χ0(α∂νpj,Nv,β − β∂
2
τp
j,N−1
v,β − β∂2

τp
j,N−2
v,β ) + β

N∑
n=0

2∂τχ0∂τp
j,n
v,β + pj,nv,β∂

2
τχ0.

Proposition 4.9. Pour N > j, le problème (4.35) admet une unique solution P j,Nv dans Vv.

Démonstration. Remarquons que le second membre associé au Laplacien : f — ainsi que le
deuxième terme de g :

N∑
n=0

2∂τχ0∂τp
j,n
v,β + pj,nv,β∂

2
τχ0,

sont C∞ à support compact. Ils appartiennent donc à L2(Ω∞i ) et L2(Γ∞v ).

Comme χ0 annule la fonction au voisinage de 0, il ne reste donc que la question de
l’intégrabilité en +∞ du premier terme du second membre g sur Γ∞v :

−χ0(α∂νpj,Nv,β − β∂
2
τp
j,N−1
v,β︸ ︷︷ ︸

∈S
1
2 +j−(N+1)(Ω∞i )

− β∂2
τp
j,N−2
v,β︸ ︷︷ ︸

∈S
1
2 +j−N (Ω∞i )

)

Or d’après la démonstration du lemme 4.1, on a χ0Sλ(Γ∞v ) ⊂ Vv pour λ < −1
2 . On aura

donc
χ0(α∂νpj,Nv,β − β∂

2
τp
j,N−1
v,β − β∂2

τp
j,N−2
v,β ) ∈ L2(Γ∞v )

si
1
2 + j − (N + 1) < −1

2 et 1
2 + j −N+ < −1

2
et donc

N > j + 1.

Ainsi, pour N > j + 1, le lemme de Lax-Milgram assure donc l’existence d’une unique
solution à (4.35) dans Vv.

Nous avons obtenu ainsi obtenu le
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Théorème 4.11. Pour j > N + 1, le problème (4.30) une solution qui se décompose sous la
forme

pjv,β = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nv,β + P j,Nv . (4.36)

Remarquons que grâce à la troncature et au fait que sj soit nulle sur Γ∞v , il n’a pas été
nécessaire d’imposer la condition de Dirichlet en O pour la partie sur-variationnellle ; pour
la partie sous-variationnelle, c’est en revanche indispensable. Le comportement à l’infini des
pj,nv,β étant connu, reste à voir, une fois encore, celui de P j,Nv .

4.3.4 Régularité elliptique et transformée de Mellin du terme
sous-variationnel

Comme seul le comportement à l’infini de P j,Nv nous intéresse, nous allons, à l’instar
des cas précédents, nous affranchir des difficultés qui peuvent intervenir proches de 0 en le
tronquant par χ0. Afin d’alléger les notations, nous écrirons :

P 0
v = χ0P

j,N
v .

P 0
v résout alors 

α∆P 0
v = ϕ dans Ω∞i ,

∂νP
0
v = 0 sur Γ∞n ,

P 0
v + α∂νP

0
v − β∂2

τP
0
v = ψ sur Γ∞v ,

(4.37)

où ϕ est à support dans la couronne [R0, R1]× [0, π] et ψ = χ0g.

Comme précédemment, commençons par établir l’appartenance de Pv aux espaces à poids
Ksγ .

Lemme 4.15. ∀γ ≤ −1, P 0
v ∈ K0

γ(Ω∞i ) ∩ K0
γ(Γ∞v ).

Démonstration. Idem démonstration lemme 4.2.

Lemme 4.16. ∀m ∈ N, P 0
v ∈ Kmm−1(Ω∞i ) ∩ Kmm−1(Γ∞v ).

Démonstration. Idem démonstration lemme 4.3.

Nous pouvons maintenant nous atteler à la transformée de Mellin de Pv.

Lemme 4.17. La transformée de Mellin de P 0
v – notée P̂ 0

v – est bien définie pour Reλ ≥ 0
et holomorphe pour Reλ > 0 (voir figure 4.15).
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Figure 4.15 – Domaine de définition de P̂ 0
v .

Démonstration. Idem démonstration lemme 4.4 (application directe des lemmes 4.15 et D.3).

Lemme 4.18. On pose λN = 1
2 + j −N et λiN = λN − i.

1. ϕ̂ est bien définie et holomorphe sur C,
2. ψ̂ est bien définie et holomorphe sur C\{λ1

N , λ
2
N}, méromorphe sur C.

Démonstration. Identique à celle du lemme 4.5.

4.3.5 Développement « sous-variationnel »

En passant en coordonnées (t, θ) avec t = log r, le système (4.37) devient

(∂2
t + ∂2

θ )P̃ 0
v = e2tϕ̃ dans R×]0, π[,

∂θP̃ 0
v = 0 sur R× {π},

P̃ 0
v − αe−t∂θP̃ 0

v − βe−t∂t(e−t∂tP̃ 0
v ) = ψ̃ sur R× {0}.

En passant à la transformée de Mellin pour Reλ ≥ 0, on aboutit à



(λ2 + ∂2
θ )P̂ 0

v (λ) = ϕ̂(λ− 2) dans ]0, π[,

∂θP̂ 0
v (λ) = 0 en π,

P̂ 0
v (λ) = ψ̂(λ) + α∂θP̂ 0

v (λ+ 1) + β(λ+ 2)(λ+ 1)P̂ 0
v (λ+ 2) en 0.

(4.38)
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Nous retrouvons donc le problème (4.15) dont le lemme 4.6 nous donne les conditions
d’existence d’une solution. Ceci nous permet d’énoncer l’analogue du théorème 4.3.

Théorème 4.12. P̂ 0
v se prolonge de façon méromorphe à C. L’ensemble de ses pôles est

PIv = Z 1
2
∩]−∞, 0].

Démonstration. Idem théorème 4.3.

Remarque : Comme ψ̂ admet non plus un pôle mais deux : λ1
N et λ2

N , la résonance des pôles
s’en trouve amplifiée.

Lemme 4.19. Soit a ∈ R+. Il existe P av tel que P av ∈ Kmm+a−1, pour tout m ∈ N, et P̂ 0
v (λ) =

M[P av ](λ), pour tout λ ∈ C tel que Reλ ≥ −a.

La preuve est quasiment identique à celle de son homologue, reprenons-en les grandes
lignes et explicitons les différences.

Démonstration. On procède par récurrence sur bac, partie entière de a en partant de −1.
bac = −1 D’après le lemme 4.16 et la proposition D.1, P 0

v ∈ Kmm−1(Ω∞i ), donc P 0
v ∈ Kmm+a−1(Ω∞i )

puisque m− 1 ≥ m+ a− 1. Par ailleurs, P̂ 0
v est bien défini pour Reλ ≥ m− (m+ a−

1)− 1 = −a d’après le lemme 4.17.

bac ≥ 0 Soit n ∈ N∗. On suppose le résultat vrai pour tout a tel que bac ≤ n.

Soit a ∈ R+ tel que bac ∈]n, n + 1]. D’après le théorème D.1, il suffit de vérifier que,
pour tout Reλ = ξ ∈ [−a, 0[ (pour ξ ≥ 0, on sait déjà que P̂ 0

v répond au problème),

Im(ξ) =
∫
R

∥∥∥P̂ 0
v (ξ + iη)

∥∥∥2

Hm(]0,π[,|η|)
dη < +∞.

Comme P̂ 0
v résout (4.38), on obtient par régularité elliptique et théorème de trace que∥∥∥P̂ 0

v (λ)
∥∥∥2

Hm(]0,π[,|η|)
≤ C

(
‖ϕ̂(λ− 2)‖2Hm(]0,π[,|η|) + |η|2m|ψ̂(λ)|2

+
∥∥∥P̂ 0

v (λ+ 1)
∥∥∥2

Hm+2(]0,π[,|η|)

+
∥∥∥(λ+ 2)(λ+ 1)P̂ 0

v (λ+ 2)
∥∥∥2

Hm+2(]0,π[,|η|)

)
.

En reprenant la définition de ‖.‖Hs(I,ρ), on peut voir que∥∥∥(λ+ 2)(λ+ 1)P̂ 0
v (λ+ 2)

∥∥∥2

Hm+2(]0,π[,|η|)
≤ C(ξ)

∥∥∥P̂ 0
v (λ+ 2)

∥∥∥2

Hm+4(]0,π[,|η|)
,

où la constante en ξ peut être majorer par une constante indépendante de celui-ci grâce
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à l’hypothèse Reλ = ξ ∈ [−a, 0[. On a donc

Im(ξ) ≤ C
(∫

R
‖ϕ̂(λ− 2)‖2Hm(]0,π[,|η|) + |η|2m|ψ̂(λ)|2dη + Im+2(ξ + 1) + Im+4(ξ + 2)

)
.

Le trois premiers termes du second membre de cette inégalité ont déjà été traité dans la
démonstration du lemme 4.7. Le dernier terme se traite exactement de la même façon
que le troisième.

Théorème 4.13. 1. Soit n ∈ N. Il existe des fonctions pµv,β ∈ Sµ(Ω∞i ) telles que

P 0
v =

∑
µ∈PIv∩[−n,0]

pµv,β +Rn

avec Rn ∈ Kmm+n+δ, δ > 0, m ∈ N.

2. Pour µ ∈
]
λ1
N ,−3

2

]
, les pµv,β sont construits par récurrence à l’aide de



∆pµv,β = 0 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µ
v,β = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµv,β = αr−1∂θp
µ+1
v,β + (1− δ−

3
2

µ )β∂2
rp
µ+2
v,β sur ]0,+∞[×{0}.

Remarque : on prêtera attention au fait que, dans la troisième équation du 2., le terme en
∂2
r n’intervient pas pour p−

3
2

v,β mais est présent pour tous les autres.

Démonstration. 1. Identique à la démonstration du théorème 4.4.

2. On note µi = −1
2 − i et µ

±
i = µi± δ pour i ≥ 1 tel que µi > λ1

N – on suppose N > j tel
que cela soit vérifié – et δ > 0 assez petit pour que µi soit le seul pôle dans l’intervalle
]µ−i , µ

+
i [. On note aussi a±i = −µ∓i .

On va procéder par récurrence sur i en partant du premier pôle qui nous assure d’être
dans l’espace variationnel Vv : −3

2 . En effet, d’après le lemme 4.1 et le théorème 4.12,
le premier λ ∈ PIv tel que λ < −1

2 est −3
2 , d’où la définition de µi.

i = 1 : En rappliquant le procédé décrit en première partie, on obtient

P
a+

1v − P a
−
1v = Resλ=µ1 r

λP̂ 0
v (λ) = pµ1

v,β.

En appliquant la transformée de Mellin inverse au problème (4.38) le long des

172



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION ET ÉTUDE DES PROFILS

droites Reµ±1 , puis faisant la différence des deux problèmes, on obtient

∆pµ1
v,β = ϕa

+
1 − ϕa

−
1 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µ1
v,β = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµ1
v,β = ψa

+
1 − ψa

−
1 + α

1
r
∂θ

(
P
a+

1 +1
v − P a

−
1 +1

v

)

+β∂2
r

(
P
a+

1 +2
v − P a

−
1 +2

v

)
sur ]0,+∞[×{0}.

En effet, nous avions déjà vu dans la démonstration du théorème 4.4 – grâce au
lemme 4.7 et aux propriétés de la transformée de Mellin – qu’il existe P a

±
1 +1

v ∈
Km
m+a±1

(Ω∞i ) tel que

M−1
a±1

[
P̂ 0

v (λ+ 1)
]

(t) = e−t
˜
P
a±1 +1
v (t).

On obtient de la même façon l’existence de P a
±
1 +1

v ∈ Km
m+a±1 +1(Ω∞i ) tel que

M−1
a±1

[
(λ+ 2)(λ+ 1)P̂ 0

v (λ+ 2)
]

(t) = e−t∂t

[
e−t∂t

(
˜
P
a±1 +2
v (t)

)]
= ∂2

rP
a±1 +2
v .

À l’instar du cas d’impédance de type Robin, ψ̂ et ϕ̂ n’ont pas de pôles dans
]µ−1 , µ

+
1 [ par hypothèse sur N . Donc, par théorème des résidus, ψa

+
1 = ψa

−
1 et

ϕa
+
1 = ϕa

−
1 . P̂ 0

v a un pôle dans ]µ−1 + 1, µ+
1 + 1[ en −1

2 donc P a
+
1 +1

v − P a
−
1 +1

v =
pµ1+1

v,β n’est pas nul. Par contre P̂ 0
v n’a pas de pôle dans ]µ−1 + 2, µ+

1 + 2[, donc

P
a+

1 +2
v = P

a−1 +2
v (voir figure 4.16). On a alors

∆pµ1
v,β = 0 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µ1
v,β = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµ1
v,β = α

1
r
∂θp

µ1+1
v,β sur ]0,+∞[×{0}.

i > 1 Le procédé est identique au cas précédant hormis le fait que P̂ 0
v admet un pôle

dans ]µ−i +2, µ+
i +2[ à partir du rang 2 (voir figure 4.17). Donc P a

+
i +2

v −P a
−
i +2

v =
pµi+2

v,β n’est pas nul et on a alors

∆pµiv,β = 0 dans ]0,+∞[×]0, π[,

∂θp
µi
v,β = 0 sur ]0,+∞[×{π},

pµiv,β = α
1
r
∂θp

µi+1
v,β + β∂2

rp
µi+2
v,β sur ]0,+∞[×{0}.
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Figure 4.16 – Bandes infinies ne comportant qu’un seul pôle chacune ; étape 1.

Figure 4.17 – Bandes infinies ne comportant qu’un seul pôle chacune ; étape i.

4.3.6 Conclusion

En résumé, nous avons donc obtenu l’existence d’un profil pjv,β solution du problème

α∆pjv,β = 0 dans Ω∞i ,

∂νp
j
v,β = 0 sur Γ∞n ,

pjv,β + α∂νp
j
v,β − β∂2

τp
j
v,β = 0 sur Γ∞v ,

pjv,β(O) = 0,

pjv,β ∼ sj lorsque r → +∞.

Il s’écrit sous la forme suivante :

pjv,β = sj + χ0

N∑
n=1

pj,nv,β + P j,Nv ,
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CHAPITRE 4. CONSTRUCTION ET ÉTUDE DES PROFILS

où sj , pj,nv,β et P j,Nv sont les solutions des problèmes (4.3), (4.32), (4.34) et (4.35) (la formule
de sj étant donnée par (4.2)) et N = j + 2. Les comportements à l’infini de sj et pj,nv,β sont
connus du fait qu’ils appartiennent à

Sλ(Ω∞i ) =
{
u : u(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
.

Par ailleurs, le théorème 4.13 nous donne le comportement à l’infini de P j,Nv et donc de
pjv,β. Plus grossièrement, on a donc

pjv,β(r, θ) = sj(r, θ) + χ0p
j,1
v,β(r, θ) + χ0O

(
rj−

3
2 log r

)
.

En particulier, on a

p0
v,β = s0 + χ0

(
p

0(1)
v,β + c

0(1)
β s−1

)
+ χ0O

(
r−

3
2 log r

)
(4.39)

avec aux vues du problème vérifié par p0(1)
v,β :

p
0(1)
v,β = p0(1)

r = α
1

2π
1√
r

[
(π − θ) cos

(
θ

2

)
+ log r sin

(
θ

2

)]
.
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4.3. PROFILS DU PROBLÈME D’IMPÉDANCE AVEC CONDITION DE
VENTCEL
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Conclusion générale et perspectives

Le travail effectué dans cette thèse s’inscrit dans la lignée de [34]. À l’instar de ce dernier
on a commencé par étudier la construction des développements asymptotiques des solutions
des problèmes de transmission et avec condition d’impédance. Pour cela, les profils qui sont
associés à ces problèmes ont dû aussi être étudiés et, plus particulièrement, leurs comporte-
ments à l’infini. La construction des développements asymptotiques nous a permis de mettre
en lumière de manière précise les facteurs limitants de l’approximation de la solution du
problème de transmission par celle du problème avec condition d’impédance. Forts de ces
connaissances, diverses approches ont été proposées afin de venir pallier la perte de conver-
gence entre les deux solutions.

Deux approches agissent sur l’erreur L2 ; elles sont de même nature dans le sens où toutes
deux sont des conditions d’impédance modifiées. La première est une condition multi-échelle
de type Robin où le coefficient de la condition d’impédance est remplacé par une fonction.
La seconde est une condition de type Ventcel : un terme d’ordre 2 comprenant une dérivée
tangentielle seconde est ajouté à la condition d’impédance initiale.

La troisième approche — dite méthode de plaquage des profils — agit sur les erreurs
H1 et L∞ ; elle est de nature différente des autres dans le sens où ce n’est pas une condition
d’impédance à proprement parler mais en a les avantages. Elle consiste à approcher la solution
du problème de transmission par le début de son développement asymptotique.

Ces trois approches nécessitent un travail particulier sur les profils et notamment la capa-
cité de les simuler numériquement. Des travaux ont été effectués en ce sens, nous permettant
de mettre en œuvre les stratégies proposées et de tester leur efficience. Les simulations me-
nées attestent de la validité numérique des trois approches alors que la validité théorique de
celles-ci n’a pu être montrée que pour deux d’entre elles : la méthode de plaquage des profils
et la condition multi-échelle de type Robin.

L’extension de ces problèmes à des cas tridimensionnels a ensuite été étudiée ; d’abord
dans des cas réguliers puis irréguliers. Nous avons ensuite traité de l’adaptabilité des méthodes
proposées dans le cas bidimensionnel au cas de la dimension 3. Les conditions multi-échelle de
type Robin et de type Ventcel se sont avérées valides dans le cas du problème en dimension 2
extrudé en dimension 3 et ne demandent pas plus de travail. L’adaptation de la méthode de
plaquage des profils, elle, demande un travail supplémentaire dans le cas de la dimension 3 :
l’extraction de la fonction de singularité du problème.

Quelques perspectives à présent. Concernant le cas de la dimension 2, donnons tout
d’abord deux perspectives d’ordre technique : la première serait de démontrer l’efficience de
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Conclusion générale et perspectives

la condition de type Ventcel ; la seconde serait d’envisager d’autres méthodes de simulation
des profils (notamment avec des conditions intégro-différentielles, lesquelles sont parfaitement
absorbantes) permettant ainsi d’améliorer leur approximation. Plus généralement, d’autres
conditions d’impédance pourraient être élaborées prenant en compte plus fidèlement le com-
portement de la solution sur l’ensemble de la frontière (voir [9]). Par ailleurs, les approches
développées ici pourraient être adaptées à d’autres problèmes (Lamé, Helmholtz, Maxwell. . . ).

Concernant le cas de la dimension 3, le travail à venir reste important. Outre l’adaptabilité
de nos méthodes à d’autres problèmes, celles-ci doivent d’abord se voir étudiées dans les autres
géométries possibles en dimension 3. En effet, nous n’avons étudié ici que le cas de singularités
de type arête mais pas de type coin et coin-arête. Ceci nécessitera aussi la construction des
développements asymptotiques des solutions des problèmes de transmission et d’impédance
dans ces cas-là et donc un travail sur les profils associés.

L’étude du laplacien dans le cas d’un domaine à coin semble a priori la plus abordable ; en
effet, celle-ci devrait peu ou prou être similaire à celle menée au sein de cette thèse à ceci près
que les singularités ne sont pas explicites. Les idées d’améliorations des conditions d’impé-
dance proposées ici devraient elles aussi pouvoir s’adapter ; seule l’inexplicité des singularités
et des profils pourrait contrevenir à sa mise en pratique.

L’étude du laplacien dans le cas de singularité de type arête-coin sera sans doute plus
difficile à aborder et donc à voir dans un second temps ; peut être sera-t-il même plus facile
d’étudier des problèmes a priori plus difficiles (Lamé, Helmholtz, Maxwell. . . ) dans les cas
arêtes et coins. Que la Force soit avec ceux qui poursuivront ces travaux.
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Annexe A

Inégalités de Poincaré

Nous n’énoncerons pas les inégalités de Poincaré en toute généralité mais détaillerons
celles de Poincaré-Friedrichs que nous utiliserons abondamment ainsi que son corollaire ap-
pliqué à des conditions de Ventcel.

Théorème A.1. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné connexe
lipschitzien et Γ ⊂ ∂Ω de mesure non nulle. Il existe une constante C > 0, dépendante de Ω,
telle que pour tout u ∈ H1(Ω),

C‖u‖21,Ω ≤ ‖∇u‖20,Ω + ‖u‖20,Γ.

Démonstration. Par l’absurde, supposons que

∀C > 0, ∃u ∈ H1(Ω)/ ‖∇u‖20,Ω + ‖u‖20,Γ < C‖u‖20,Ω.

Prenant C = 1
n
, on aboutit à

∀n ∈ N, ∃un ∈ H1(Ω)/ ‖∇un‖20,Ω + ‖un‖20,Γ <
1
n
‖un‖20,Ω. (A.1)

Comme ‖un‖20,Ω > 0, on peut supposer ‖un‖20,Ω = 1. Par hypothèse sur Ω, l’injection de
H1(Ω) dans L2(Ω) est compacte. Il existe donc une sous suite (unk) de (un) qui converge
dans L2(Ω) et on note u sa limite.

Or ∇unk → 0 dans L2(Ω) d’après (A.1), (unk) est donc de Cauchy dans H1(Ω). Elle
converge dans H1(Ω), sa limite est u par unicité.

D’où ∇unk → ∇u dans L2(Ω), donc ∇u = 0 p.p. sur Ω et donc u = k constante p.p. sur
Ω. Par continuité de la trace, unk → u dans L2(Γ). Or unk → 0 d’après (A.1), donc u = 0
p.p. sur Γ. Or — en notant γ0(u) la trace de u — γ0(u) = γ0(k) = k, d’où k = 0 et donc
u = 0 p.p. sur Ω, ce qui est absurde puisque ‖u‖1,Ω = 1.

Nous avons le corollaire suivant :
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Corollaire A.1. Soient Ω ⊂ Rd un ouvert borné connexe lipschitzien et Γ ⊂ ∂Ω, de mesure
non nulles. On pose

V = {u ∈ H1(Ω) : γ0(u) ∈ H1(Γ)},

où γ0(u) désigne la trace de u sur ∂Ω et de norme associé

‖.‖2V = ‖.‖21,Ω + ‖.‖21,Γ.

Il existe une constante C > 0, dépendante de Ω, telle que pour tout u ∈ V,

‖u‖2V ≤ C(‖∇u‖20,Ω + ‖∇u‖20,Γ + ‖u‖20,Γ).
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Annexe B

Principes du maximum

Les principes du maximum énoncés dans cette annexe sont abondamment utilisés dans le
chapitre 2 afin de comparer les différentes approximations des profils pjr• , p

j
v,β et qj . Précisé-

ment, ils nous permettent d’en établir la positivité et diverses relations d’ordres entre celles-ci.
Étant dans un cas relativement simple, nous avons pu les adaptés à partir du principe du
maximum établi dans [7] ; pour un principe du maximum sur des opérateurs plus généraux
avec conditions de Robin, voir [26]

Théorème B.1. Soit Ω ouvert borné connexe lipschitzien et ∂Ω son bord. On décompose son
bord de la façon suivante : ∂Ω = Γd ∪ Γn ∪ Γr avec Γd 6= ∅ ou Γr 6= ∅.

Soient f ∈ L2(Ω), gn ∈ L2(Γn), gr ∈ L2(Γr) et a, respectivement c, strictement positives
et bornées sur Ω, respectivement Γr.

On note V = {v ∈ H1(Ω) : v|Γd = 0}. Supposons que u ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω̄) vérifie, pour tout
v ∈ V, ∫

Ω
a∇u · ∇v +

∫
Γr
cuv =

∫
Ω
fv +

∫
Γn
gnv +

∫
Γr
grv.

Si f , resp. u, resp. gn, resp. gr, est positive sur Ω, resp. Γd, resp. Γn, resp. Γr, alors u
est positive sur Ω.
De même, si f , resp. u, resp. gn, resp. gr, est négative sur Ω, resp. Γd, resp. Γn, resp. Γr,
alors u est négative sur Ω.

Démonstration. Basée sur la démonstration du théoèreme IX.27 de [7]. À cause de l’absence
de termes du type ∫

Ω
uv

dans la formulation variationnelle vérifiée par u, nous ne pouvons appliquer directement cette
méthode au problème vérifié par u, il nous faut passer par un problème approché et vérifier
que sa solution converge bien vers u.
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Problème approché et principe du maximum Soit ε > 0. Supposons que uε ∈ H1(Ω)∩
C(Ω̄) vérifie, pour tout v ∈ V,∫

Ω
a∇uε · ∇v + ε

∫
Ω
uεv + ε

∫
Γn
uεv +

∫
Γr
cuεv =

∫
Ω
fv +

∫
Γn
gnv +

∫
Γr
grv.

Posons
Kε = max

{
sup

Ω

f

ε
, sup

Γd

u, sup
Γn

gn
ε
, sup

Γr

gr
c

}

et vε = (uε −Kε)+ la partie positive de uε −Kε. D’ après le corollaire 3.1.12 de [22],
vε ∈ H1(Ω) et ∇vε = χ[uε>Kε]∇uε. Comme uε ≤ Kε sur Γd, vε ∈ V. On peut donc
injecter vε dans la formulation variationnelle ci-dessus et obtenir que :∫

[uε≥Kε]
a|∇uε|2 + ε

∫
Ω
uεvε + ε

∫
Γn
uεvε +

∫
Γr
cuεvε =

∫
Ω
fvε +

∫
Γn
gnvε +

∫
Γr
grvε.

On en déduit alors∫
[uε≥Kε]

a|∇uε|2 + ε

∫
[uε≥Kε]

(uε −Kε)2
++

ε

∫
Γn∩[uε≥Kε]

(uε −Kε)2
+ +

∫
Γr∩[uε≥Kε]

c(uε −Kε)2
+ =

∫
Ω

(f − εKε)(uε −Kε)+ +
∫

Γn
(gn − εKε)(uε −Kε)+ +

∫
Γr

(gr − cKε)(uε −Kε)+.

Le second membre de cette égalité étant négatif ou nul par définition de Kε, on en
déduit que uε ≤ Kε p.p. sur Ω, Γn et Γr.

De même, en posant

kε = min
{

inf
Ω

f

ε
, inf

Γd
u, inf

Γn

gn
ε
, inf

Γr

gr
c

}

et en considérant −uε, on montre que uε ≥ kε p.p. sur Ω, Γn et Γr.

Passage à la limite On pose eε = uε − u. Lequel vérifie pour tout v ∈ V,∫
Ω
a∇eε · ∇v + ε

∫
Ω
uεv + ε

∫
Γn
uεv +

∫
Γr
ceεv = 0. (B.1)

Montrons que, pour tout v ∈ H1(Ω),

ε

∫
Ω
uεv → 0, ε→ 0.

En prenant v = uε dans la formulation variationnelle vérifiée par ce dernier, on obtient :

‖a∇uε‖20,Ω + ε‖uε‖20,Ω + ε‖uε‖20,Γn + ‖cuε‖20,Γr

=
∫

Ω
fuε +

∫
Γn
gnuε +

∫
Γr
gruε

≤ C(‖f‖0,Ω + ‖gn‖0,Γn + ‖gr‖0,Γr)‖uε‖1,Ω.
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ANNEXE B. PRINCIPES DU MAXIMUM

Usant de l’inégalité de Poincaré (ou Poincaré-Friedrichs si Γd = ∅, voir théorème A.1),
on a :

‖uε‖21,Ω ≤ C
(
‖∇uε‖20,Ω + ‖uε‖20,Γr

)
≤ C

(
‖a∇uε‖20,Ω + ‖cuε‖20,Γr + ε‖uε‖20,Ω + ε‖uε‖20,Γn

)
≤ C

(
‖f‖0,Ω + ‖gn‖0,Γn) + ‖gr‖0,Γr

)
‖uε‖1,Ω.

On a donc obtenu que uε est borné dans H1(Ω) indépendamment de ε et on alors la
limite souhaitée : pour tout v ∈ H1(Ω)

ε

∣∣∣∣∫
Ω
uεv

∣∣∣∣ ≤ ε‖uε‖0,Ω‖v‖0,Ω ≤ Cε‖v‖1,Ω → 0.

D’où,
ε

∫
Ω
|uεu| −−→

ε→0
0.

On en déduit, lorsque ε→ 0,

ε

∣∣∣∣∫
Ω
uεeε

∣∣∣∣ ≤ ε(∫
Ω
|uε|2 +

∫
Ω
|uεu|

)
→ 0

et que
ε

∣∣∣∣∫
Γn
uεeε

∣∣∣∣→ 0.

En prenant v = eε dans (B.1) et en faisant tendre ε→ 0, on obtient

‖∇eε‖20,Ω + ‖ceε‖20,Γr
→ 0.

Par ailleurs, l’inégalité de Poincaré (ou Poincaré-Friedrichs) s’applique à eε, on en
déduit alors que

‖eε‖21,Ω ≤ C
(
‖∇eε‖20,Ω + ‖ceε‖20,Γr

)
→ 0, ε→ 0.

Conclusion Comme uε → u dans H1(Ω) à une sous suite près, on en déduit que uε → u
p.p.. Si l’on suppose les hypothèses sur le signe des données initiales vérifiées, on a
uε ≥ 0 p.p. ou uε ≤ 0 p.p. et en passant à la limite on obtient u ≥ 0 ou u ≤ 0.

Le même théorème est valable avec une condition de Ventcel à la place de celle de Robin :

Théorème B.2. Soit Ω ouvert et ∂Ω son bord. On décompose ∂Ω de la façon suivante :
∂Ω = Γd ∪ Γn ∪ Γv avec Γd 6= ∅ ou Γv 6= ∅. On note O et A les extrémités de Γv.

Soient f ∈ L2(Ω), gn ∈ L2(Γn), gv ∈ L2(Γv). Soient a, respectivement b et c, strictement
positives et bornées sur Ω, respectivement Γv. Finalement, soit d une constante positive.
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On note V = {v ∈ H1(Ω) ∩ H1(Γv) : v|Γd = 0, v(O) = 0}. Supposons que u ∈
H1(Ω) ∩H1(Γv) ∩ C(Ω̄) vérifie, pour tout v ∈ V,∫

Ω
a∇u · ∇v +

∫
Γv
cuv +

∫
Γv
b∂τu∂τv + du(A)v(A) =

∫
Ω
fv +

∫
Γn
gnv +

∫
Γv
gvv.

Si f , resp. u, resp. gn, resp. gv, est positive sur Ω, resp. Γd, resp. Γn, resp. Γv, alors u
est positive sur Ω.

De même, si f , resp. u, resp. gn, resp. gv, est négative sur Ω, resp. Γd, resp. Γn, resp.
Γv, alors u est négative sur Ω.

La démonstration s’effectue de façon identique.
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Annexe C

Régularité du laplacien dans un
angle droit

Considérons Q1 et Q2 les quart de plans représentés dans la figure C.1.

Figure C.1 – Voisinage de O.

Supposons que u ∈ H1(Q1) soit solution du problème

−∆u = f sur Q1,

u = g sur Γ1,

+ Dirichlet ou Neumann homogène sur Γ,

où, pour m ∈ N, f ∈ Hm(Q) et g ∈ Hm+ 3
2 (Γ1). On supposera de plus que f est à support

compact et, pour n ∈ {0, . . . ,m+ 1}, g(n)(O) = 0 si n est pair, respectivement impair, dans
le cas d’une condition de Dirichlet, respectivement Neumann.

On note Q = ˚Q1 ∪Q2, ũ un prolongement de u à Q2 et ū la fonction définie sur Q par

ū =


u sur Q1,

ũ sur Q2.
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Théorème C.1. Soit m ∈ N, il existe un prolongement ũ de u à Q2 tel que ū soit dans
Hm+2(Q).

Démonstration. Afin de préserver la continuité des dérivées de ū sur Γ, on prolongera u par
imparité si on a une condition de Dirichlet sur Γ :

ũ(x, y) = −u(−x, y), (x, y) ∈ Q2,

et par parité si on a une condition de Neumann :

ũ(x, y) = u(−x, y), (x, y) ∈ Q2.

D’après le théorème 3.44 de [15], ū ∈ H1(Q) et est donc solution de
−∆ū = f̄ sur Q1,

ū = ḡ sur Γ1 ∪ Γ2,

où f̄ et ḡ ont été prolongées de la façon que u. Puisque f̄ ∈ Hm(Q) et ḡ ∈ Hm+ 3
2 (Γ1 ∪ Γ2),

on en déduit que ū ∈ Hm+2(Q).

Corollaire C.1. u est régulière au voisinage de O.
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Annexe D

Espaces à poids et transformée de
Mellin

Cette annexe a pour vocation de présenter les espaces à poids et la transformation de
Mellin et quelques-unes de leurs propriétés dont nous aurons besoin. Il s’agit, à quelques
détails près, d’une reprise de [10] adaptée au cas des profils qui nous intéressent ; toutes les
démonstrations ne seront donc pas reprise. Pour des définitions plus générales ou plus de
résultats et les démonstrations manquantes, le lecteur pourra se reporter à [10] ou [3] par
exemple.

D.1 Espaces à poids

On rappelle que Ω∞i est le demi plan R × R∗+, Ω∞e la bande infinie R×] − 1, 0[ et Γ∞r la
demi-droite R∗+ × {0}.

Définition D.1. Soient γ ∈ R et s ∈ N, on définit Ks
γ(Ω∞i ) par

Ksγ(Ω∞i ) =
{
u ∈ L2

loc(Ω∞i ) : r|α|−s+γ∂α(x,y)u ∈ L
2(Ω∞i ), ∀α ∈ N2, |α| ≤ s

}
,

muni de la norme

‖u‖2Ksγ(Ω∞i ) =
∑
|α|≤s

∥∥∥r|α|−s+γ∂α(x,y)u
∥∥∥2

L2(Ω∞i )
.

De même, on définit Ksγ(Ω∞e ) par

Ksγ(Ω∞e ) =
{
u ∈ L2

loc(Ω∞e ) : r|α|−s+γ∂α(x,y)u ∈ L
2(Ω∞e ), ∀α ∈ N2, |α| ≤ s

}
.

On pose alors

Ksγ(Ω∞) =
{
u : ui ∈ Ksγ(Ω∞i ), ue ∈ K

s+ 1
2

γ (Ω∞e ) et ui = ue sur Γ∞r
}
.
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D.1. ESPACES À POIDS

Finalement, on définit Ks−
1
2

γ− 1
2
(Γ∞r ) par

Ks−
1
2

γ− 1
2
(Γ∞r ) =

{
u ∈ L2

loc(Γ∞r ) : ∃v ∈ Ksγ(Ω∞i ), v|Γ∞r = u
}

muni de la norme

‖u‖
K
s− 1

2
γ− 1

2
(Γ∞r )

= inf
{
‖v‖Ks

γ(Ω∞i ) : v ∈ Ksγ(Ω∞i ), v|Γ∞r = u
}
.

Remarque : Étant amené à jongler entre les coordonnées cartésiennes (x, y) et polaires
(r, θ) et (t, θ) où t = log r, il convient d’établir une correspondance entre les espaces à poids
en fonction des coordonnées dans lesquelles ils sont définis.

Notons encore une fois qu’il y a une différence d’indice sur les espaces à poids auxquels
appartiennent les différentes composantes de u dans la définition de Ksγ(Ω∞). Précisément, ue

est dans Ks+
1
2

γ (Ω∞e ) tandis que ui est dans Ksγ(Ω∞i ). Ceci provient du fait que u est considéré
en coordonnées cartésiennes sur Ω∞e et polaires sur Ω∞i : le changement de variables pour
passer d’un système de coordonnées à l’autre engendre le décalage de 1

2 .

Lemme D.1. ∀α ∈ N2\{(0, 0)}, ∃dα,β ∈ C∞(S1), β ∈ N2, |β| ≤ |α|, telles que

∂α(x,y)u =
∑

0≤|β|≤|α|
r−|α|dα,β(θ)(r∂r)β1∂β2

θ ũ =
∑

0≤|β|≤|α|
e−t|α|dα,β(θ)∂β(t,θ)ǔ.

Réciproquement : ∀α ∈ N2\{(0, 0)}, ∃d∗α,β ∈ C∞(S1), β ∈ N2, |β| ≤ |α|, telles que

∂α(t,θ)ǔ =
∑

0≤|β|≤|α|
r|α|d∗α,β(θ)∂β(x,y)u.

La démonstration de ce lemme de calcul différentiel est laissé au lecteur. Le résultat est
encore valable en dimension supérieure.

Lemme D.2. Soient γ ∈ R et s ∈ N.

1. Le changement de variables (x, y) 7→ (t, θ) induit un isomorphisme de Ksγ(Ω∞i ) dans

Ki =
{
u ∈ L2

loc(R×]0, π[)/ et(γ−s+1)ǔ ∈ Hs(R×]0, π[)
}
.

2. Le changement de variables (x, y) 7→ (t, y) induit un isomorphisme de Ksγ(Ω∞e ) dans

Ke =
{
u ∈ L2

loc(R×]− 1, 0[)/ et(γ−s+
1
2 )ǔ ∈ Hs(R×]− 1, 0[)

}
.
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Démonstration. Les démonstrations de (1) et (2) étant identiques, nous ne démontrerons que
(1). On appelle

K̃i =
{
u/et(γ−s+1)∂α(t,θ)ǔ ∈ L

2(R×]0, π[), ∀|α| ≤ s
}
.

Montrons que Ki est isomorphe à K̃i puis K̃i à Ksγ(Ω∞). Soit α tel que |α| ≤ s, notons
ξ = γ − s+ 1, nous avons

∂α(t,θ)

(
etξǔ

)
= ∂α1

t

(
etξ∂α2

θ ǔ
)

=
∑

β1+β2=α1

∂β1
t

(
etξ
)
∂β2
t ∂

α2
θ ǔ

=
∑

β1+β2=α1

ξβ1etξ∂β2
t ∂

α2
θ ǔ

On en déduit que u ∈ Ki si et seulement si u ∈ K̃i.

L’isomorphisme entre K̃i et Ksγ(Ω∞i ) résulte du lemme précédent et des définitions des deux
espaces.

Remarque : La démonstration de ce lemme, attentivement observée, montre une dépen-
dance polynomiale de la constante en ξ dans la majoration de la norme Ki par la norme K̃i
et donc par la norme Ks

γ . Celle-ci n’a guère d’impact lorsque nous sommes sur les demi-
droites complexes où ξ est fixé. Par contre il faudra être vigilant lorsque l’on voudra utiliser
ces résultats d’isomorphismes sur des demi-plans où ξ ne sera plus borné.

Avant d’énoncer la prochaine proposition, rappelons quelques définitions.

Définition D.2. On note χk une fonction de troncature, C∞ ; ne dépendant que de r sur
R×R+ (donc radiale) et que de x sur R+ × [−1, 0] ; valant k pour r < r0 ou x ≤ r0 (près de
l’origine) et 1− k pour r > r1 ou ou x ≥ r1 (loin de l’origine) avec 0 < r0 < r1.

Définition D.3. On définit l’espace fonctionnel Sλ(Ω∞i ) par :

Sλ(Ω∞i ) =
{
w : w(r, θ) = rλ

L∑
l=0

logl rψl(θ), ψl ∈ C∞([0, π])
}
,

Proposition D.1. Soient γ ∈ R et s ∈ N, on a :
1. pour tout α ∈ N2, |α| ≤ s, l’application ∂α : Ksγ(Ω∞)→ Ks−|α|γ (Ω∞) est continue.
2. Ksγ(Ω∞) ⊂ K0

γ−s(Ω∞).
3. Si γ ≤ γ′, alors χ1Ksγ(Ω∞) ⊂ χ1Ksγ′(Ω∞).
4. Si γ ≥ γ′, alors χ0Ksγ(Ω∞) ⊂ χ0Ksγ′(Ω∞).
5. Si v ∈ S(Ω∞i ) alors χ0v ∈ Ksγ(Ω∞i ) si, et seulement si, λ+ γ < s− 1.

189



D.2. LA TRANFORMATION DE MELLIN

Démonstration. 1.

‖∂αu‖2
Ks−|α|γ (Ω∞)

=
∑

|β|≤s−|α|

∥∥∥r|β|−s+|α|+γ∂β(∂αu)
∥∥∥2

L2(Ω∞)

=
∑

|β|+|α|≤s

∥∥∥r|β|+|α|−s+γ∂α+βu
∥∥∥2

L2(Ω∞)

≤ ‖u‖2Ksγ(Ω∞).

2. ‖u‖2K0
γ−s(Ω∞) = ‖rγ−su‖2L2(Ω∞) ≤ ‖u‖2Ksγ(Ω∞).

3. Pour γ < γ′, il suffit d’écrire les définitions et de remarquer que

r|α|−s+γ
′ = r|α|−s+γrγ

′−γ ≤ Cr|α|−s+γ .

De même avec s′ < s en majorant la somme sur |α| ≤ s′ par une somme sur |α| ≤ s.
4. Idem (3).
5. Comme le comportement en l’infini de ∂αv est régi par rλ−|α| et que la présence de

la troncature fait que seul celui-ci nous intéresse, il suffit de regarder — par définition
de Ksγ(Ω∞i ) — quand r|α|−s+γrλ−|α| est dans L2(Ω∞i ). C’est le cas si et seulement si
2(λ+ γ − s) + 1 < −1, autrement dit, λ+ γ < s− 1.

D.2 La tranformation de Mellin

Nous définirons la transformée de Mellin d’abord dans R+ puis dans Ω∞i et Ω∞e en rappelant
au passage quelques propriétés et liens avec la transformée de Fourier.

D.2.1 Définitions

Dans R+

Définition D.4. Soit u ∈ D(R+), la transformée de Mellin de u, notéeM[u] est définie pour
tout λ ∈ C par :

M[u](λ) =
∫ +∞

0
r−λu(r)dr

r
.
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Comme l’intégrant est analytique en λ sur le support de u, les théorèmes d’inversions limite-
intégrale permettent d’en déduire queM[u] est également analytique sur C.
Nous avons de plus un lien explicite avec la transformée de Fourier. Pour voir cela écrivons
λ = ξ + iη et considérons le changement de variables t = ln r, ǔ(t) = u(r).M[u] s’écrit alors
comme :

M[u](λ) =
∫
R
e−ξte−iηtǔ(t)dt.

M[u] est donc la transformée de Fourier de t 7→ e−ξtǔ(t) calculée au point η. Ce point de vue
pourra s’avérer utile par la suite pour déduire des propriétés sur la transformée de Mellin à
partir de la théorie hilbertienne de la transformée de Fourier.

Dans Ω∞

On note

(
r̄, θ̄
)

=


(r, θ) sur Ω∞i ,

(x, y) sur Ω∞e .

et u(x, y) = ũ(r̄, θ̄).

Définition D.5. Soit u ∈ D(Ω∞). La transformée de Mellin est alors définie par :

M[u](λ) =
∫ +∞

0
r̄−λũ

(
r̄, θ̄
) dr̄
r̄
.

De la même façon que précédemment, ie grâce au changement de variable t̄ = ln r̄, on peut
voirM[u](λ) comme la transformée de Fourier partielle de t̄ 7→ e−ξt̄ǔ(t̄, θ̄) en η, avec θ̄ dans
le rôle du paramètre.

Il faut garder à l’esprit que la transformée de Mellin dépend de θ̄ même si celui-ci n’ap-
paraît pas dans les notations afin de les alléger quelque peu. La proposition suivante, via le
théorème de dérivation sous le signe intégral, montre d’ailleurs que θ̄ 7→ M[u] est C∞ sur
[−1, π]. La fonction λ 7→ M[u](λ) est donc analytique à valeurs dans C∞([−1, π]).

Proposition D.2. Soit u ∈ D(Ω∞). On a, pour tout n ∈ N,
— ∂nθM[u](λ) =M[∂nθ u](λ),
— M[∂nt u](λ) = λnM[u](λ),
— ∂nλM[u](λ) =M[(−1)ntnǔ](λ).

Démonstration. u ∈ D(Ω∞), on peut donc appliquer le théorème de dérivations sous l’inté-
grale.
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Dans L2(Ω∞)

A l’instar de la transformée de Fourier, la transformée de Mellin s’étend comme opérateur de
L2 dans L2. C’est l’objet du lemme suivant ; les définitions quasi-identiques ne diffèrent que
par la droite complexe sur lesquels elles sont posées.

Lemme D.3. Soient γ ∈ R et u ∈ L2(Ω∞).
1. Si u ∈ K0

γ(Ω∞i ), la transformée de Mellin M[u] de u est bien définie pour Reλ = ξ =
−γ − 1 comme fonction de L2(R× [0, π]) :

(η, θ) 7→ M[u](ξ + iη) ∈ L2(R× [0, π]).

La réciproque est vraie et on a :

‖u‖2K0
γ(Ω∞i ) w ‖M[u](ξ + i.)‖2L2(R×[0,π]).

2. Si u ∈ K0
γ(Ω∞e ), la transformée de MellinM[u] de u est bien définie pour Reλ = ξ = −γ − 1

2
comme fonction de L2(R× [−1, 0]) :

(η, θ) 7→ M[u](ξ + iη) ∈ L2(R× [−1, 0]).

La réciproque est vraie et on a :

‖u‖2K0
γ(Ω∞e ) w ‖M[u](ξ + i.)‖2L2(R×[−1,0]).

Démonstration. 1. D’une part on remarque que∫
R×[0,π]

|e−ξtǔ(t, θ)|2d(t, θ) =
∫
R+×[0,π]

|r−ξũ(r, θ)|2 dr
r

dθ =
∫

Ω∞i
|r−ξ−1u(x, y)|2d(x, y),

donc (t, θ) 7→ e−ξtǔ(t, θ) ∈ L2(R × [0, π]) si et seulement si r−ξ−1u ∈ L2(Ω∞i ), ie
u ∈ K0

γ(Ω∞i ).

D’autre part on a, par les théorèmes de Fubini-Tonelli et Plancherel,

‖M[u](ξ + i.)‖2L2(R×[0,π]) =
∫

[0,π]

∫
R
|M[u](ξ + iη)|2dηdθ

=
∫

[0,π]

∫
R

∣∣∣F [e−ξ.u(., θ)
]

(η)
∣∣∣2 dηdθ

= 2π
∫

[0,π]

∫
R
|e−ξtu(t, θ)|2dtdθ

= 2π‖u‖2K0
γ(Ω∞i ).
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2. Identique au (1) hormis pour le changement de variable qui a lieu directement en co-
ordonnées cartésiennes et non polaires :∫

R×[−1,0]
|e−ξtǔ(t, θ)|2d(t, θ) =

∫
Ω∞e
|x−ξũ(r, θ)|2 dx

x
dy =

∫
Ω∞e
|x−ξ−

1
2u(x, y)|2d(x, y),

d’où la définition.

Remarque : Si par ailleurs u est nulle dans un voisinage de 0 - resp. +∞ -, alors par le point
4 - resp. 3 - de la proposition D.1, cette définition peut être être étendue aux demi-plans
complexes Reλ ≥ −γ − 1 et Reλ ≥ −γ − 1

2 - resp. Reλ ≤ −γ − 1 et Reλ ≤ −γ − 1
2 . Ce sont

ces extensions qui seront utilisées.

D.2.2 Transformation de Mellin et espaces à poids

La partie précédente donne un lien explicite entre transformation de Mellin et espace à
poids à travers ce que l’on pourrait appleler théorème de Plancherel version Mellin. L’étape
suivante est naturelle dans le sens où l’on veut pousser l’analogie avec Fourier et savoir si on
peut inverser la transformée de Mellin.

Définition D.6. L2(R, Hs(I)) =
{
u : R→ Hs(I)/

∫
R
‖u(x)‖2Hs(I)dx <∞

}
.

Théorème D.1. Soient γ ∈ R et s ∈ N. On pose ξi = s− γ − 1, ξe = s− γ − 1
2 , Ii =]0, π[ et

Ie =]− 1, 0[.

1. Si u ∈ Ksγ(Ω∞i ), resp. Ksγ(Ω∞e ), alors sa transformée de Mellin est bien définie pour
Reλ = ξi, resp. Reλ = ξe comme fonction de L2(R) dans Hs(I) : η 7→ M[u](ξ + iη)
est dans L2(R, Hs(I)) avec I = Ii, resp. I = Ie. Plus précisément on a pour Ω = Ω∞i
et I = Ii, resp. Ω = Ω∞e et I = Ie :

‖u‖2Ksγ(Ω) '
∫
R
‖M[u](ξ + iη)‖2Hs(I,|η|)dη,

où, pour ρ > 0, ‖v‖2Hs(I,ρ) =
∑
|β|≤s

‖ρβ1∂β2v‖2L2(I).

2. Réciproquement, si U(λ, θ) est définie pour Reλ = ξi, resp. Reλ = ξe, de façon que
(η, θ) 7→ U(ξ+ iη, θ) soit dans L2(R, Hs(I)) pour I = Ii, resp. I = Ie avec la condition∫

R
‖U(ξ + iη, θ)‖2Hs(I,|η|)dη < +∞,

alors, pour tout λ tel que Reλ = ξi, resp. Reλ = ξe, U(λ, θ) est la transformée de
Mellin de u appartenant à Ksγ(Ω∞i ), resp. Ksγ(Ω∞e ), où u est donnée par

ũ(r, θ) = 1
2π

∫
R
rξ+iηU(ξ + iη, θ)dη. (D.1)
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Démonstration. 1. Encore une fois, nous ne démontrerons le résultat que sur Ω∞i . Soit
u ∈ Ksγ(Ω∞i ). On a alors u ∈ K0

γ−s(Ω∞i ) et doncM[u](λ) est bien définie pour Reλ = ξi
en vertu du lemme D.3. C’est la transformée de Fourier partielle de (t, θ) 7→ e−tξi ǔ(t, θ)
qui est dans Hs(R×]0, π[) d’après le lemme D.2. Le théorème de Plancherel donne,
pour tout β ∈ N2,

∥∥∥∂β(t,θ)(e−tξi ǔ(t, θ))
∥∥∥
L2(R×]0,π[)

'
∥∥∥F [∂β(t,θ)(e−tξi ǔ(t, θ))

]∥∥∥
L2(R×]0,π[)

.

Or,

F
[
∂β(t,θ)(e

−tξi ǔ(t, θ))
]

(η) = (−iη)β1

∫
R
e−itηe−tξi∂β2

θ ǔ(t, θ)dt. (D.2)

En effet, soit v ∈ Hm(R×]0, π[), on pose vθ : t 7→ v(t, θ). On a

‖v‖2L2(R×]0,π[) =
∫

]0,π[
‖vθ‖2L2(R)dθ.

D’où ‖vθ‖2L2(R) < +∞ pour presque tout θ ∈]0, π[. Il en va de même pour les dérivées
de vθ et donc vθ ∈ Hm(R). On en déduit que vθ(t)→ 0 lorsque |t| → +∞, pour presque
tout θ ∈]0, π[. Appliquant ceci à v(t, θ) = e−tξi∂β2

θ ǔ(t, θ) qui est dans Hs−β2(R) par le
lemme D.2, les termes de bord disparaissent dans l’i.p.p. qui permet d’obtenir (D.2).

Finalement,

∥∥∥∂β(t,θ)(e−tξi ǔ(t, θ))
∥∥∥
L2(R×G)

'
∥∥∥ηβ1∂β2

θ Mθ(ξ + iη)
∥∥∥
L2(R×G)

.

En sommant sur β, on obtient (1).

2. Comme η 7→ U(ξ + iη) est dans L2(R, Hs(]0, π[)) , sa transformée de Fourier inverse
partielle F−1[U(ξ + i., θ)] est bien définie comme une fonction de L2(R, Hs(]0, π[)).
La formule (D.1) donne alors ǔ(t, θ) = etξiF−1[U(ξ + i., θ)](t). En particulier, u ∈
K0
γ−s(Ω∞i ) :
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‖u‖2K0
γ−s(Ω∞i ) =

∫
Ω∞i

rγ−s|u(x, y)|2d(x, y)

=
∫
R×]0,π[

|et(γ−s+1)ǔ(t, θ)|2d(t, θ)

=
∫
R×]0,π[

|e−tξetξF−1[U(ξ + i., θ)](t)|2d(t, θ)

=
∫

]0,π[

∫
R
|F−1[U(ξ + i., θ)](t)|2dd(t, θ)

=
∫

]0,π[
‖F−1[U(ξ + i., θ)](t)‖2L2(R)dθ

=
∫

]0,π[
‖U(ξ + iη, θ)(t)‖2L2(R)dθ (Plancherel)

=
∫

]0,π[

∫
R
|U(ξ + iη, θ)(t)|2dηdθ

=
∫
R
‖U(ξ + iη, .)(t)‖2L2(]0,π[)dθ

≤
∫
R
‖U(ξ + iη, .)(t)‖2Hs(]0,π[,|η|)dθ.

Sa transformée de Mellin est bien définie pour Reλ = ξi et satisfaitM[u](λ) = U(λ, θ).
On conclut alors avec (1).

Remarque : en vertu de la remarque suivant le lemme D.2, l’équivalence des normes dans
le point 1 du théorème ci-dessus peut être précisée de la façon suivante :∫

R
‖M[u](ξ + iη)‖2Hs(I,|η|)dη ≤ C(ξ)‖u‖2Ksγ(Ω)

où C(ξ) désigne une dépendance polynomiale en ξ.
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Annexe E

Régularité elliptique des profils

Cette annexe a pour but de démontrer les théorèmes de shift qui nous permettront d’éta-
blir la régularité elliptique des profils étudiés au chapitre 4, notamment au travers des lemmes
4.3 et 4.16. Dans le cas de la condition d’impédance de type Robin, la démonstration du théo-
rème de shift s’avère être une reprise plus simple de son homologue de [34]. Dans le cas de la
condition d’impédance de type Ventcel, la démonstration s’adapte du cas précédent moyen-
nant quelques difficultés supplémentaires dues à la dérivée tangentielle seconde.

E.1 Régularité elliptique du profil d’impédance avec
condition de Robin

Il s’agit ici d’étudier la régularité elliptique de (4.4). Pour cela, on va regarder ce problème
sur un domaine borné. Notons Ωj

i = Ω∞i ∩B(O,Rj), Γjk = Γ∞k ∩B(O,Rj) pour k ∈ {n, r} et
Rj ≤ Rj+1, j ∈ N (voir figure E.1). On regarde alors

−α∆u = f dans Ωj
i ,

∂νu = 0 sur Γjn,

u+ α∂νu = g sur Γjr .

(E.1)

Soit Ω ouvert tel que Ω1
i ⊆ Ω ⊆ Ω3

i . Pour u fonction sur Ω, on définit la distribution Fu
— pour tout ϕ ∈ D(Ω) — par

〈Fu, ϕ〉 = −α
∫

Ω
(∆u)ϕdx+

∫
Γr

(u+ α∂νu)ϕdσ.

Remarque : Dans les démonstrations qui suivent, nous aurons besoin de ϕ ∈ D(Ω). Notons
que son support est en fait autorisé à toucher Γn et Γr, ce qui justifie la présence d’intégrale
de ϕ sur ces bords.
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CONDITION DE ROBIN

Figure E.1 – Domaine du profils d’impédance tronqué.

Lemme E.1. Si ∆u ∈ L2(Ω) et u+α∂νu ∈ L2(Γr), alors il existe C, dépendant linéairement
de α, tel que

‖Fu‖−1,Ω ≤ C(‖∆u‖0,Ω + ‖u+ α∂νu‖0,Γr).

Démonstration. Identique à celle de son son équivalent dans [34].

Supposons maintenant que Ω et Ω′ soient deux ouverts tels que Ω1
i ⊆ Ω ⊆ Ω2

i et
Ω2

i ⊆ Ω′ ⊆ Ω3
i . Soit χ ∈ C∞(Ω3

i ), radiale, telle que χ|Ω1
i

= 1 et χ|Ω3
i \Ω2

i
= 0.

Lemme E.2. Sous les hypothèses du théorème précédent, si u ∈ H1(Ω′), alors

‖u‖1,Ω ≤ C(α)(‖Fu‖−1,Ω′ + ‖u‖0,Ω′).

Démonstration. Soit ϕ ∈ D(Ω′). On a

〈Fχu, ϕ〉 = −α
∫

Ω′
(∆(χu))ϕdx+

∫
Γ′r

(χu+ α∂ν(χu))ϕdσ

= −α
∫

Ω′
(∆χ)uϕdx− 2α

∫
Ω′

(∇χ · ∇u)ϕdx−
∫

Ω′
(∆u)χϕdx+

∫
Γ′r

(u+ α∂νu)χϕdσ

= 〈G0, ϕ〉+ 〈G1, ϕ〉+ 〈Fu, χϕ〉.

— Pour G0 on a |〈G0, ϕ〉| ≤ Cα‖u‖0,Ω′‖ϕ‖0,Ω′ .

— Concernant G1, on a (puisque χ est radiale et ϕ ∈ D(Ω′))∫
Ω′

(∇χ · ∇u)ϕdx =
∫ π

0

∫ R′

0
(∂rχ̃∂rũ)ϕ̃rdrdθ

=
∫ π

0
[ũ∂rχ̃ϕ̃r]R

′
0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ R′

0
ũ∂r(∂rχ̃ϕ̃r)drdθ.

Ainsi |〈G1, ϕ〉| ≤ Cα‖u‖0,Ω′‖ϕ‖1,Ω′ .
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On en déduit donc que

|〈Fχu, ϕ〉| ≤ C(α)
(
‖Fu‖−1,Ω′ + ‖u‖0,Ω′

)
‖ϕ‖1,Ω′ .

Comme par ailleurs ‖u‖1,Ω ≤ ‖χu‖1,Ω′ ≤ ‖Fχu‖−1,Ω (la seconde inégalité provenant du
théorème de Lax-Milgram), on en déduit le résultat.

On a obtenu une majoration de type H−1 → H1. Il s’agit maintenant d’en déduire une
majoration de type Hs → Hs+2. Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant dont la
démonstration est dans [34].
Pour ϕ fonction sur Ω′ et h ∈ R, on définit Dhϕ pour tout x ∈ Ω par

Dhϕ(x) = ϕ(x+ h−→e1)− ϕ(x)
h

.

Lemme E.3. Soit m ∈ N. Pour h assez petit, on a l’existence de constantes C tel que

1. ∀ϕ ∈ Hm+1(Ω′),

‖Dhϕ‖m,Ω ≤ C‖ϕ‖m+1,Ω′ .

2. ∀ϕ ∈ D(Γr) / Dhϕ ∈ D(Γr),

‖Dhϕ‖m− 1
2 ,Γr
≤ C‖ϕ‖m+ 1

2 ,Γr
.

Forts de ce dernier lemme, nous pouvons démontrer la proposition suivante :

Proposition E.1. Si u ∈ H1(Ω3
i ) tel que, pour s ∈ N, ∆u ∈ Hs(Ω3

i ) et u+α∂νu ∈ Hs+ 1
2 (Γ3

r ),
alors u ∈ Hs+2(Ω1

i ) avec l’estimation :

‖u‖s+2,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖∆u‖s,Ω3

i
+ ‖u+ α∂νu‖s+ 1

2 ,Γ3
r

+ ‖u‖0,Ω3

)
.

Démonstration. On effectue une récurrence sur s ∈ N.

Cas s = 0 : On note uh = χDh(χu) et on applique le lemme E.2 à Ω = Ω1
i , Ω′ = Ω2

i et uh :

‖uh‖1,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖Fuh‖−1,Ω2

i
+ ‖uh‖0,Ω2

i

)
. (E.2)

Il faut évaluer ‖Fuh‖−1,Ω2
i
. Soit ϕ ∈ D(Ω2

i ), on notera encore ϕ son prolongement par
0 à Ω3

i .

199



E.1. RÉGULARITÉ ELLIPTIQUE DU PROFIL D’IMPÉDANCE AVEC
CONDITION DE ROBIN

〈Fuh , ϕ〉 = −α
∫

Ω2
i

(∆(χDh(χu))ϕdx+
∫

Γ2
r

(χDh(χu) + α∂ν(χDh(χu)))ϕdσ

= −α
∫

Ω2
i

(∆χ)Dh(χu)ϕdx− 2α
∫

Ω2
i

(∇χ · ∇Dh(χu))ϕdx︸ ︷︷ ︸
=〈G,ϕ〉

−α
∫

Ω2
i

(∆Dh(χu))χϕdx+
∫

Γ2
r

(Dh(χu) + α∂νDh(χu))χϕdσ︸ ︷︷ ︸
=〈FDh(χu),χϕ〉

.

— Évaluons G. Pour cela, on va utiliser le fait que, si Dhf et D−hg sont à support
dans Ω2

i , alors : ∫
Ω2

i

(Dhf)g =
∫

Ω2
i

f(D−hg).

On a alors

−〈G,ϕ〉 = α

∫
Ω2

i

(χu)D−h(∆(χϕ))︸ ︷︷ ︸
∈D(Ω2

i )

+2α
∫

Ω2
i

∇(χu) ·D−h(∇(χϕ))︸ ︷︷ ︸
∈D(Ω2

i )

.

D’où ‖G‖−1,Ω2
i
≤ Cα‖u‖1,Ω2

i
.

— De même pour FDh(χu).

〈FDh(χu), χϕ〉 = −α
∫

Ω2
i

(∆Dh(χu))χϕdx+
∫

Γ2
r

(Dh(χu) + α∂νDh(χu))χϕdσ

= −α
∫

Ω2
i

(∆(χu))D−h(χϕ)dx+
∫

Γ2
r

((χu) + α∂ν(χu))D−h(χϕ)dσ.

D’où

|〈FDh(χu), χϕ〉| ≤ C(α)
(
‖∆(χu)‖0,Ω2

i
‖D−h(χϕ)‖0,Ω2

i

+‖χ(u+ α∂ν(u))‖ 1
2 ,Γ2

r
‖D−h(χϕ)‖− 1

2 ,Γ2
r

)
.

Par ailleurs, ‖D−h(χϕ)‖0,Ω2
i
≤ ‖χϕ‖1,Ω2

i
≤ ‖ϕ‖1,Ω2 d’après le lemme E.3.

De même— et par inégalité de trace —, ‖D−h(χϕ)‖− 1
2 ,Γ2

r
≤ ‖χϕ‖ 1

2 ,Γ2
r
≤ C‖ϕ‖1,Ω2

i
.

Ainsi, ‖FDh(χu)‖−1,Ω2
i
≤ C(α)

(
‖∆(χu)‖0,Ω2

i
+ ‖χ(u+ α∂νu)‖ 1

2 ,Γ2
r

)
.

On en déduit que

‖Fuh‖−1,Ω2
i
≤ C(α)

(
‖∆(χu)‖0,Ω2

i
+ ‖χ(u+ α∂νu)‖ 1

2 ,Γ2
r

+ ‖u‖1,Ω2
i

)
. (E.3)
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Soit maintenant ω ouvert tel que Ω2
i ⊆ ω ⊆ Ω3

i . Le lemme E.3 nous dit que ‖uh‖0,Ω2
i
≤

‖u‖1,Ω2
i
. On peut alors déduire de (E.2) et (E.3) que

‖Dhu‖1,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖∆u‖0,Ω2

i
+ ‖u+ α∂νu‖ 1

2 ,Γ2
r

+ ‖u‖1,ω
)
.

Lorsque h→ 0, on obtient une estimation pour toutes les dérivées d’ordre inférieur ou
égal à 2 hormis ∂2

y (à cause de la translation dans la direction x). Il reste à obtenir une
majoration pour cette dernière. Pour cela, écrivons ∂2

yu = ∆u− ∂2
xu. On en déduit

‖u‖2,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖∆u‖0,Ω2

i
+ ‖u+ α∂νu‖ 1

2 ,Γ2
r

+ ‖u‖1,ω
)
.

Usant des lemmes E.1 et E.2, nous obtenons

‖u‖1,ω ≤ C(α)
(
‖∆u‖0,Ω3

i
+ ‖u+ α∂νu‖ 1

2 ,Γ3
r

+ ‖u‖0,Ω3
i

)
.

Cette dernière égalité couplée à la précédente nous fournit le résultat pour s = 0.
Cas s ≥ 1 : On suppose que pour tous sous-domaines ω et ω′ tels que Ω1

i ⊆ ω ⊆ ω′ ⊆ Ω3
i et

toute fonction v assez régulière

‖v‖s+1,ω ≤ C(α)
(
‖∆v‖s−1,ω′ + ‖v + α∂νv‖s− 1

2 ,Γ′r
+ ‖v‖0,ω′

)
.

Supposons maintenant que Ω1
i ⊆ ω ⊆ Ω2

i . L’expression ci-dessus appliquée à uh nous
donne

‖uh‖s+1,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖∆uh‖s−1,ω + ‖uh + α∂νuh‖s− 1

2 ,Γr
+ ‖uh‖0,ω

)
.

À l’aide des techniques déployées dans le cas s = 0, nous obtenons

‖∆uh‖s−1,ω ≤ C(α)
(
‖∆u‖s,Ω2

i
+ ‖u‖s+1,Ω2

)
et

‖uh + α∂νuh‖s− 1
2 ,Γr
≤ C(α)‖u+ α∂νu‖s+ 1

2 ,Γ2
r
.

On en déduit alors

‖u‖s+2,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖∆u‖s,Ω2

i
+ ‖u+ α∂νu‖s+ 1

2 ,Γ2
r

+ ‖u‖s+1,Ω2
i

)
.

L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure :

‖u‖s+2,Ω1
i
≤ C(α)

(
‖∆u‖s,Ω3

i
+ ‖u+ α∂νu‖s+ 1

2 ,Γ3
r

+ ‖u‖0,Ω3
i

)
.
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Afin de continuer, établissons quelques notations. On pose

Oi = e−2t(∂2
t + ∂2

θ ), O0
i = (∂2

t + ∂2
θ ), Otr = I −αe−t∂θ et O0

tr = I −α∂θ.

Dans le domaine ]t1, t2[×]0, π[, O0
i correspond au laplacien et, sur le bord ]t1, t2[×{0},

−∂θ à la dérivée normale. Si l’on considère l’étude de régularité menée jusqu’à présent de
façon désincarnée, on voit qu’on peut l’appliquer à ces opérateurs dans les coordonnées (t, θ).
Il s’agit d’en déduire des résultats de régularité dans ces coordonnées, puis de retourner aux
variables cartésiennes.

À l’instar de ce qui a été posé précédemment, on note R1 ⊂ R2 ⊂ R3 trois ouverts de
R×]0, π[ (voir figure E.4) définis par

Rj = {(t, θ) ∈]− jη + t0, t0 + jη[×]0, π[}

pour t0, η > 0. On note aussi γj , le bord associé à Rj en θ = 0 et ũ la fonction u dans les
coordonnées (t, θ).

Figure E.2 – Domaine Rj .

Proposition E.2. Il existe η0 ∈]0, 1[ tel que, pour tout s ≥ 0 et tout η < η0, on ait

‖ũ‖s+2,R1 ≤ C
(
‖Oiũ‖s,R3 + ‖Otrũ‖s+ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖0,R3

)
,

où C dépend de s et η0 mais pas de t0.

Démonstration. Soit χ ∈ D(R3) radiale (toujours afin de commuter avec ∂θ) telle que χ|R1 =
1 et χ|R3\R2 = 0. Procédons par récurrence sur s.
Cas s = 0 : Appliquons la proposition E.1 à χũ, on obtient

‖χũ‖2,R2 ≤ C
(
‖O0

i (χũ)‖0,R3 + ‖O0
tr(χũ)‖ 1

2 ,γ
3 + ‖χũ‖0,R3

)
.
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Il s’agit de majorer chacune des normes du second membre ci-dessus.
— On a directement ‖χũ‖0,R3 ≤ ‖ũ‖0,R3 .

— Pour O0
i , on a ‖O0

i (χũ)‖0,R3 ≤ C
(
‖O0

i ũ‖0,R3 + ‖ũ‖1,R3

)
et

‖O0
i ũ‖0,R3 = ‖e2(t−t0)e2t0Oiũ‖0,R3 ≤ e4ηe2t0‖Oiũ‖0,R3 .

En résumé,

‖O0
i (χũ)‖0,R3 ≤ C

(
e4ηe2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖ũ‖1,R3

)
.

— Finalement, pour ‖O0
tr(χũ)‖ 1

2 ,γ
3 , on a

‖O0
tr(χũ)‖ 1

2 ,γ
3 = ‖(χũ)− α∂θ(χũ)‖ 1

2 ,γ
3

= ‖χ
(
ũ− αe−t∂θũ

)
+ αχ(e−t − 1)∂θũ‖ 1

2 ,γ
3

≤ C‖Otrũ‖ 1
2 ,γ

3 + (e2η − 1)‖χũ‖2,R3 .

Dans la dernière inégalité, on a effectué la majoration suivante

e−t − 1 = e−(t−t0)e−t0 − 1 ≤ e2η − 1

puisque t0 > 0 et donc C n’en dépend pas.

Pour η assez petit (η < η0), le terme contenant la norme d’ordre 2 peut être déplacé
du second au premier membre de l’inégalité et comme χ|R3\R2 = 0, on a alors

‖χũ‖2,R2 ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖ũ‖1,R3 + ‖Otrũ‖ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖0,R3

)
.

Puisque χ|R1 = 1, on en déduit — avec C indépendant de t0 — que

‖ũ‖2,R1 ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖ũ‖1,R3 + ‖Otrũ‖ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖0,R3

)
.

Par combinaison des lemmes E.1 et E.2 on en déduit que

‖ũ‖2,R1 ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖Otrũ‖ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖0,R3

)
.

Cas s ≥ 1 : Supposons que l’on ait

‖ũ‖s+1,R1 ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖s−1,R3 + ‖Otrũ‖s−1+ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖0,R3

)
.

Le procédé décrit pour s = 0 et l’hypothèse de récurrence ci-dessus permettent d’en
conclure le résultat :

‖ũ‖s+2,R1 ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖s,R3 + ‖Otrũ‖s+ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖0,R3

)
.
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Proposition E.3. Sous les hypothèses de la proposition précédente, on a pour tout δ ∈ R et
s ∈ N

‖eδtũ‖s+2,]0,+∞[×]0,π[ ≤ C
(
‖e(δ+2)tOiũ‖s,]−η0,+∞[×]0,π[ + ‖eδtOtrũ‖s+ 1

2 ,]−η0,+∞[×{0}

+‖eδtũ‖0,]−η0,+∞[×]0,π[
)
.

Démonstration. Il suffit de multiplier les inégalités locales de la proposition précédentes par
eδt0 et de les sommer pour t0 ∈ ηN∗ puis de remarquer que, par le lemme D.2 (et plus
particulièrement sa démonstration), les normes ‖etv‖m et et0‖v‖m sur Rj sont équivalentes.

Le même lemme D.2 permet de traduire la proposition précédente sous la forme d’espace
à poids :

Théorème E.1. Soit u la solution du problème (4.4), si le second membre vérifie pour s ≥ 2
et γ ∈ R,

f ∈ Km−2
γ (Ω∞i ∩]t > −1[) et g ∈ Km−

3
2

γ− 1
2

(Γ∞r ∩]t > −1[)

et si, de plus u ∈ K0
γ−m(Ω∞i ∩]t > −1[), alors u ∈ Kmγ (Ω∞i ∩]t > 0[).

E.2 Régularité elliptique du profil d’impédance avec
condition de Ventcel

Adaptons à présent les démonstrations de régularité effectuées dans le cadre du problème
avec condition d’impédance de type Robin au problème avec condition d’impédance de type
Ventcel. L’une des différences réside dans le fait que la dérivée tangentielle seconde ∂2

τ —
contrairement à la dérivée normale — ne commute pas avec la fonction de troncature χ.
Ceci occasionne l’apparition d’un certain nombre de termes supplémentaires qui doivent être
traités. L’autre différence provient du fait que nous sommes contraints de travailler, non plus
sur H1(Ω), mais sur V1(Ω) = {w ∈ H1(Ω) : γ0(w) ∈ H1(Γv)} ; ce qui requiert aussi un certain
nombre d’adaptation.

Pour étudier la régularité elliptique de (4.31) on va regarder ce problème sur un domaine
borné. Notons Ωj

i = Ω∞i ∩B(O, Rj), Γjk = Γ∞k ∩B(O, Rj) pour k ∈ {n, v} et Rj ≤ Rj+1, j ∈ N
(voir figure E.3). On considère alors
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

−α∆u = f dans Ωj
i ,

∂νu = 0 sur Γjn,

u+ α∂νu− β∂2
τu = g sur Γjv,

u(O) = 0.

(E.4)

Figure E.3 – Domaine du profil d’impédance Ventcel tronqué.

Contrairement au cas de l’impédance Robin, l’espace variationnel associé à ce problème
n’est pas H1(Ω) mais V1(Ω) = {w ∈ H1(Ω) : γ0(w) ∈ H1(Γv)}. Les estimations que nous
avions dans le cadre de Robin sur les normes H−1 deviendront ici des estimations sur les
normes V ∗1 . Notons que H−1(Ω) ⊂ V ∗1 (Ω).

Soit Ω ouvert tel que Ω1
i ⊆ Ω ⊆ Ω3

i . Pour u fonction sur Ω, on définit la distribution Fu
— pour tout ϕ ∈ D(Ω) — par

〈Fu, ϕ〉 = −α
∫

Ω
(∆u)ϕdx+

∫
Γv

(u+ α∂νu− β∂2
τu)ϕdσ.

Lemme E.4. Si ∆u ∈ L2(Ω) et u + α∂νu − β∂2
τu ∈ L2(Γv), alors il existe C, dépendant

linéairement de α, tel que

‖Fu‖V ∗1 (Ω) ≤ C(‖∆u‖0,Ω + ‖u+ α∂νu− β∂2
τu‖0,Γv).

Démonstration. Identique à celle de son équivalent dans [34].

Remarque : Rappelons que le support de ϕ ∈ D(Ω) est autorisé à toucher Γn et Γv, justifiant
ainsi la présence d’intégrale de ϕ sur ces bords.

Lemme E.5. Sous les hypothèses du théorème précédent, si u ∈ V1(Ω′), alors

‖u‖V1(Ω) ≤ C(α, β)(‖Fu‖V ∗1 (Ω′) + ‖u‖0,Ω′ + ‖u‖0,Γ′v).
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Démonstration. Soit ϕ ∈ D(Ω′). On a

〈Fχu, ϕ〉 = −α
∫

Ω′
(∆(χu))ϕdx+

∫
Γ′v

(χu+ α∂ν(χu)− β∂2
τ (χu))ϕdσ

= −α
∫

Ω′
(∆χ)uϕdx− β

∫
Γ′v

(∂2
τχ)uϕdσ

−2α
∫

Ω′
(∇χ · ∇u)ϕdx− 2β

∫
Γ′v

(∂τu∂τχ)ϕdσ

−
∫

Ω′
(∆u)χϕdx+

∫
Γ′v

(u+ α∂νu− β∂2
τu)χϕdσ

= 〈G0, ϕ〉+ 〈G1, ϕ〉+ 〈Fu, χϕ〉.

— Pour G0 on a |〈G0, ϕ〉| ≤ C(α, β)‖u‖0,Ω′‖ϕ‖0,Ω′ par inégalité de trace.

— Dans la démonstration du lemme E.2, nous avions vu que nous avions :∣∣∣∣∫
Ω′

(∇χ · ∇u)ϕdx
∣∣∣∣ ≤ ‖u‖0,Ω′‖ϕ‖1,Ω′ .

Par ailleurs, comme ϕ ∈ D(Ω′), on a

∫
Γ′2

(∂τu∂τχ)ϕdσ =
∫ R′

0
(∂rũ∂rχ̃)ϕ̃dr = [ũ∂rχ̃ϕ̃]R′0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ R′

0
ũ∂r(∂rχ̃ϕ̃)dr.

D’où |〈G1, ϕ〉| ≤ C(α, β)(‖u‖0,Ω′ + ‖u‖0,Γ′v)‖ϕ‖H1(Ω′).

On en déduit donc que

|〈Fχu, ϕ〉| ≤ C(α, β)
(
‖Fu‖V ∗1 (Ω′) + ‖u‖0,Ω′ + ‖u‖0,Γ′v

)
‖ϕ‖V1(Ω′).

Comme par ailleurs ‖u‖V1(Ω) ≤ ‖χu‖V1(Ω′) ≤ ‖Fχu‖V ∗1 (Ω′) (la seconde inégalité provenant de
la coercivité du produit scalaire de V1(Ω′)), on en déduit le résultat.

On note Vs(Ω) = {w ∈ Hs(Ω) : γ0(w) ∈ Hs(Γv)}.

Proposition E.4. Si u ∈ V1(Ω3
i ) tel que, pour s ∈ N, ∆u ∈ Hs(Ω3

i ) et u + α∂νu − β∂2
τu ∈

Hs(Γ3
v), alors u ∈ Vs+2(Ω1

i ) avec l’estimation :

‖u‖Vs+2(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆u‖s,Ω3

i
+ ‖u+ α∂νu− β∂2

τu‖s,Γ3
v

+ ‖u‖0,Ω3 + ‖u‖0,Γ3
v

)
.

Démonstration. On effectue une récurrence sur s ∈ N.
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Cas s = 0 : On note uh = χDh(χu) et on applique le lemme E.5 à Ω = Ω1
i , Ω′ = Ω2

i et uh :

‖uh‖V1(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖Fuh‖H∗1 (Ω2

i ) + ‖uh‖0,Ω2
i

+ ‖uh‖0,Γ2
v

)
. (E.5)

Il faut évaluer ‖Fuh‖V ∗1 (Ω2
i ). Soit ϕ ∈ D(Ω2

i ), on notera encore ϕ son prolongement par
0 à Ω3

i .

〈Fuh , ϕ〉 = −α
∫

Ω2
i

(∆(χDh(χu))ϕdx

+
∫

Γ2
v

[χDh(χu) + α∂ν(χDh(χu))− β∂2
τ (χDh(χu))]ϕdσ

= −α
∫

Ω2
i

(∆χ)Dh(χu)ϕdx− 2α
∫

Ω2
i

(∇χ · ∇Dh(χu))ϕdx︸ ︷︷ ︸
=〈G1,ϕ〉

−β
∫

Γ2
v

[∂2
τ (χ)Dh(χu)]ϕdσ − 2β

∫
Γ2

v

[∂τχ∂τDh(χu)]ϕdσ︸ ︷︷ ︸
=〈G2,ϕ〉

−α
∫

Ω2
i

(∆Dh(χu))χϕdx+
∫

Γ2
v

[Dh(χu) + α∂νDh(χu)− β∂2
τDh(χu)]χϕdσ︸ ︷︷ ︸

=〈FDh(χu),χϕ〉

.

— En reprenant les calculs de la démonstration de la proposition E.1 qui permettent
d’obtenir

‖G1‖−1,Ω2
i
≤ Cα‖u‖1,Ω2

i

on prouve

‖G1‖V ∗1 (Ω2
i ) ≤ Cα‖u‖V1(Ω2

i ).

— Passons à G2. On a d’une part

∣∣∣∣∣
∫

Γ2
v

[∂2
τ (χ)Dh(χu)]ϕdσ

∣∣∣∣∣ ≤ C‖Dh(χu)‖− 1
2 ,Γ2

v
‖ϕ‖ 1

2 ,Γ2
v

≤ C‖χu‖ 1
2 ,Γ2

v
‖ϕ‖V1(Ω2

i )

≤ C‖u‖V1(Ω2
i )‖ϕ‖V1(Ω2

i ).

D’autre part,
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∣∣∣∣∣
∫

Γ2
v

[∂τχ∂τ (Dh(χu))]ϕdσ
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫

Γ2
v

Dh(χu)∂τϕdσ
∣∣∣∣∣

≤ C‖χu‖ 1
2 ,Γ2

v
‖D−h∂τϕ‖− 1

2 ,Γ2
v

≤ C‖u‖1,Ω2
i
‖ϕ‖ 1

2 ,Γ2
v

≤ C‖u‖V1(Ω2
i )‖ϕ‖V1(Ω2

i ).

— De même pour FDh(χu).

〈FDh(χu), χϕ〉 = −α
∫

‰2
(∆Dh(χu))χϕdx

+
∫

Γ2
v

[Dh(χu) + α∂νDh(χu)− β∂2
τDh(χu)]χϕdσ

= −α
∫

Ω2
i

(∆(χu))D−h(χϕ)dx

+
∫

Γ2
v

[(χu) + α∂ν(χu)− β∂2
τ (χu)]D−h(χϕ)dσ

= −α
∫

Ω2
i

(∆(χu))D−h(χϕ)dx+
∫

Γ2
v

χ[u+ α∂νu− β∂2
τu]D−h(χϕ)dσ

−β
∫

Γ2
v

[2∂τχ∂τu+ u∂2
τχ]D−h(χϕ)dσ.

Rappelons que, d’après le lemme E.3 et par inégalité de trace,

‖D−h(χϕ)‖0,Ω2
i
≤ ‖χϕ‖1,Ω2

i
≤ ‖ϕ‖1,Ω2,

‖D−h(χϕ)‖− 1
2 ,Γ2

v
≤ ‖χϕ‖ 1

2 ,Γ2
v
≤ C‖ϕ‖1,Ω2

i

et
‖∂τD−h(χϕ)‖− 1

2 ,Γ2
v
≤ ‖∂τ (χϕ)‖ 1

2 ,Γ2
v
≤ C‖ϕ‖V1(Ω2

i ).

D’où

∣∣∣∣∣
∫

Γ2
v

[2∂τχ∂τu+ u∂2
τχ]D−h(χϕ)dσ

∣∣∣∣∣ ≤ C‖u‖H1(Ω2
i )‖ϕ‖V1(Ω2

i )

et
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∣∣∣∣∣
∫

Γ2
v

χ[u+ α∂νu− β∂2
τu]D−h(χϕ)dσ

∣∣∣∣∣ ≤ C‖u+ α∂νu− β∂2
τu‖0,Γ2

2
‖D−h(χϕ)‖0,Γ2

v

≤ C‖u+ α∂νu− β∂2
τu‖0,Γ2

v
‖ϕ‖1,Γ2

v

≤ C‖u+ α∂νu− β∂2
τu‖0,Γ2

v
‖ϕ‖V1(Ω2

i ).

On en déduit que (en reprenant les inégalités manquantes dans la démonstration
de la proposition E.1),

‖FDh(χu)‖V ∗1 (Ω2
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆(χu)‖0,Ω2

i
+ ‖χ(u+ α∂νu− β∂2

τu)‖0,Γ2
v

+ ‖u‖V1(Ω2
i )

)
.

Finalement,

‖Fuh‖V ∗1 (Ω2
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆(χu)‖0,Ω2

i
+ ‖χ(u+ α∂νu− β∂2

τu)‖0,Γ2
v

+ ‖u‖V1(Ω2
i )

)
.

(E.6)

Soit maintenant ω ouvert tel que Ω2
i ⊆ ω ⊆ Ω3

i . Le lemme E.3 nous dit que ‖uh‖0,Ω2
i
≤

‖u‖1,Ω2
i
(de même sur Γ2

v). On peut alors déduire de (E.5) et (E.6) que

‖Duh‖V1(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆u‖0,Ω2

i
+ ‖u+ α∂νu− β∂2

τu‖0,Γ2
v

+ ‖u‖V1(Ω2
i )

)
.

Lorsque h→ 0, on obtient une estimation pour toutes les dérivées d’ordre inférieur ou
égal à 2 hormis ∂2

y (à cause de la translation dans la direction x). Il reste à obtenir une
majoration pour cette dernière. Pour cela, écrivons ∂2

yu = ∆u− ∂2
xu. On en déduit

‖u‖V2(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆u‖0,Ω2

i
+ ‖u+ α∂νu− β∂2

τu‖0,Γ2
v

+ ‖u‖V1(ω)
)
.

Usant des lemmes E.4 et E.5, nous obtenons

‖u‖V1(ω) ≤ C(α, β)
(
‖∆u‖0,Ω3

i
+ ‖u+ α∂νu− β∂2

τu‖0,Γ3
v

+ ‖u‖0,Ω3
i

+ ‖u‖0,Γ3
v

)
.

Cette dernière égalité couplée à la précédente nous fournit le résultat pour s = 0.

Cas s ≥ 1 : On suppose que pour tous sous-domaines ω et ω′ tels que Ω1
i ⊆ ω ⊆ ω′ ⊆ Ω3

i et
toute fonction v assez régulière

‖v‖Vs+1(ω) ≤ C(α, β)
(
‖∆v‖s−1,ω′ + ‖v + α∂νv − β∂2

τv‖s−1,Γ′v + ‖v‖V0(ω′)
)
.

Supposons maintenant que Ω1
i ⊆ ω ⊆ Ω2

i . L’expression ci-dessus appliquée à uh nous
donne

‖uh‖Vs+1,(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆uh‖s−1,ω + ‖uh + α∂νuh − β∂2

τuh‖s−1,Γv + ‖uh‖V0(ω)
)
.
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À l’aide des techniques déployées dans le cas s = 0, nous obtenons

‖∆uh‖s−1,ω ≤ C(α)
(
‖∆u‖s,Ω2

i
+ ‖u‖Vs+1(Ω2)

)
,

et

‖uh + α∂νuh − β∂2
τuh‖s−1,Γv ≤ C(α, β)

(
‖u+ α∂νu− β∂2

τu‖s,Γ2
v

+ ‖u‖Vs+1(Ω2)
)
.

On en déduit alors

‖u‖Vs+2(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆u‖Vs(Ω2

i ) + ‖u+ α∂νu− β∂2
τu‖s,Γ2

v
+ ‖u‖Vs+1(Ω2

i )

)
.

L’hypothèse de récurrence permet alors de conclure :

‖u‖Vs+2(Ω1
i ) ≤ C(α, β)

(
‖∆u‖s,Ω3

i
+ ‖u+ α∂νu− β∂2

τu‖s,Γ3
v

+ ‖u‖V0(Ω3
i )

)
.

On pose maintenant

Oi = e−2t(∂2
t + ∂2

θ ), O0
i = (∂2

t + ∂2
θ ), Otr = I −αe−t∂θ − βe−2t∂2

t et O0
tr = I −α∂θ − β∂2

t .

Dans le domaine ]t1, t2[×]0, π[, O0
i correspond au laplacien et, sur le bord ]t1, t2[×{0}, −∂θ

à la dérivée normale et ∂2
t à la dérivée tangentielle seconde. Si l’on considère l’étude de ré-

gularité menée jusqu’à présent de façon désincarnée, on voit qu’on peut l’appliquer à ces
opérateurs dans les coordonnées (t, θ). Il s’agit d’en déduire des résultats de régularité dans
ces coordonnées, puis de retourner aux variables cartésiennes.

À l’instar de ce qui a été posé précédemment, on note R1 ⊂ R2 ⊂ R3 trois ouverts de
R×]0, π[ (voir figure E.4) définis par

Rj = {(t, θ) ∈]− jη + t0, t0 + jη[×]0, π[}

pour t0, η > 0. On note aussi γj , le bord associé à Rj en θ = 0 et ũ la fonction u dans les
coordonnées (t, θ).

Proposition E.5. Il existe η0 ∈]0, 1[ tel que, pour tout s ≥ 0 et tout η < η0, on ait

‖ũ‖Vs+2(R1) ≤ C
(
‖Oiũ‖s,R3 + ‖Otrũ‖s+ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖V0(R3)

)

où C dépend de s et η0 mais pas de t0.

Démonstration. Soit χ ∈ D(R3) radiale (toujours afin de commuter avec ∂θ) telle que χ|R1 =
1 et χ|R3\R2 = 0. Procédons par récurrence sur s.
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Figure E.4 – Domaine Rj (encore).

Cas s = 0 : Appliquons la proposition E.4 à χũ, on obtient

‖χũ‖V2(R2) ≤ C
(
‖O0

i (χũ)‖0,R3 + ‖O0
tr(χũ)‖0,γ3 + ‖χũ‖V0(R3)

)
.

Il s’agit de majorer chacune des normes du second membre ci-dessus.

Usant de la démonstration de la proposition du cas Robin, nous avons

‖χũ‖V0(R3) ≤ ‖ũ‖V0(R3)

et
‖O0

i (χũ)‖0,R3 ≤ C
(
e4ηe2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖ũ‖1,R3

)
.

Le changement concerne ‖O0
tr(χũ)‖0,γ3 . On a, de la même façon que dans la démons-

tration de la version Robin de cette proposition,

‖O0
tr(χũ)‖0,γ3 = ‖(χũ)− α∂θ(χũ)− β∂2

t (χũ)‖0,γ3

= ‖Otrũ+ αχ(e−t − 1)∂θũ+ β[χ(e−2t − 1)∂2
t ũ− 2∂tũ∂tχ− ũ∂2

t χ]‖0,γ3

≤ C‖Otrũ‖0,γ3 + (e2η − 1)‖χũ‖2,R3 + (e4η − 1)‖χ∂2
t ũ‖0,γ3 + C‖ũ‖1,γ3 .

Pour η assez petit (η < η0), les termes contenant la norme d’ordre 2 et la dérivée
seconde sur γ3 peuvent être déplacés du second au premier membre de l’inégalité et
comme χ|R3\R2 = 0, on a alors

‖χũ‖V2(R2) ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖ũ‖H1(R3) + ‖Otrũ‖0,γ3 + ‖ũ‖V0(R3)

)
.

Puisque χ|R1 = 1, on en déduit — avec C indépendant de t0 — que

‖ũ‖V2(R1) ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖ũ‖H1(R3) + ‖Otrũ‖0,γ3 + ‖ũ‖V0(R3)

)
.
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Par combinaison des lemmes E.4 et E.5 on en déduit que

‖ũ‖V2(R1) ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖0,R3 + ‖Otrũ‖0,γ3 + ‖ũ‖V0(R3)

)
.

Cas s ≥ 1 : Supposons que l’on ait

‖ũ‖Vs+1(R1) ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖Vs−1(R3) + ‖Otrũ‖s−1,γ3 + ‖ũ‖0,R3

)
.

Le procédé décrit pour s = 0 et l’hypothèse de récurrence ci-dessus permettent d’en
conclure le résultat :

‖ũ‖Vs+2(R1) ≤ C
(
e2t0‖Oiũ‖s,R3 + ‖Otrũ‖s,γ3 + ‖ũ‖V0(R1)

)
.

En utilisant l’injection de Hs+ 1
2 dans Hs on obtient

‖ũ‖Vs+2(R1) ≤ C
(
‖Oiũ‖s,R3 + ‖Otrũ‖s+ 1

2 ,γ
3 + ‖ũ‖V0(R3)

)
.

Proposition E.6. Sous les hypothèses de la proposition précédente, on a pour tout δ ∈ R et
s ∈ N

‖eδtũ‖Vs+2(]0,+∞[×]0,π[) ≤ C
(
‖e(δ+2)tOiũ‖s,]−η0,+∞[×]0,π[ + ‖eδtOtrũ‖s+ 1

2 ,]−η0,+∞[×{0}

+‖eδtũ‖V0(]−η0,+∞[×]0,π[)
)
.

Démonstration. Il suffit de multiplier les inégalités locales de la proposition précédente par
eδt0 et de les sommer pour t0 ∈ ηN∗ puis de remarquer que, par le lemme D.2 (et plus
particulièrement sa démonstration), les normes ‖etv‖Vm et et0‖v‖Vm sur Rj sont équivalentes.

Le même lemme D.2 permet de traduire la proposition précédente sous la forme d’espace
à poids :

Théorème E.2. Soit u la solution du problème (4.4), si le second membre vérifie pour s ≥ 2
et γ ∈ R,

f ∈ Km−2
γ (Ω∞i ∩]t > −1[) et g ∈ Km−

3
2

γ− 1
2

(Γ∞v ∩]t > −1[),

et si, de plus u ∈ K0
γ−m(Ω∞i ∩]t > −1[) ∩ K0

γ−m(Γ∞v ∩]t > −1[), alors

u ∈ Kmγ (Ω∞i ∩]t > 0[) ∩ Kmγ (Γ∞v ∩]t > 0[).
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