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Introduction

Problemes de transmission, les origines

Qu’elles soient artificielles ou non, les situations ot deux matériaux (voire plus) sont en
contact les uns avec les autres sont monnaie courante; et ce dans une grande variété de
domaines. Pour s’en convaincre, on pourra par exemple citer les différentes couches de roches
et métaux du noyau planétaire; ’atmosphere, ses différentes strates et la Terre; un mur
recouvert d’isolant ; un os entouré de chair.

Les différentes caractéristiques des constituants de ces systémes sont alors & prendre en
compte. Notamment lors de ’étude de leurs comportements face a divers phénomeénes pou-
vant les affecter : électromagnétisme, diffusion de chaleur, déformation... En effet, la maniere
dont vont évoluer ces systémes peut radicalement changer a l'interface de deux matériaux
différents. A des fins de diversité, citons les sports de combat ; dans ceux-ci les protections
des athletes sont constituées de matériaux mous susceptibles d’absorber les impacts afin de
minimiser I’énergie des chocs une fois arrivée a l'interface protection/corps et ainsi de laisser
I’athlete indemne; il ne viendrait a l’esprit de personne d’utiliser des protections en bois,
celles-ci n’absorbant pas ou peu les chocs.

Les problemes modélisant ces situations sont usuellement appelés probléemes de transmis-
sion, parmi eux nous nous intéressons plus particulierement aux problémes de transmission
avec couche mince. Ceux-ci ont la particularité d’étre posés sur des domaines composés de
deux sous-domaines dont 'un est significativement plus petit que I’autre dans une direction,
par exemple le domaine représenté sur la figure 1. Le probléme (1) en est un représentant :
il se décompose selon les deux sous-domaines €2; et €2, lesquels sont liés par des conditions a
leur interface, notée I';.

Ce type de problémes de transmission est tres fréquent. On pourra expliciter notamment
des objets tels que : les ceufs et leurs coquilles; les cellules et leurs membranes; les films
plastiques protégeant des écrans; la peinture sur un matériau.

De nombreuses études ont déja été effectuées sur ces problemes et pour des phénomenes
variés ; on pourra citer en particulier [14, 16, 31] dans le cas de 1’électromagnétisme ; [25] pour
la chaleur; [36] dans le cas des écoulements de Stokes; [8, 32] pour la géo-physique; [17, 18]
dans le cas de matériaux composites; [1, 4, 5] pour des problémes d’élasticité; [2] pour des
couches d’épaisseur variable.

Cependant, les problemes de transmission avec couche mince s’averent étre complexes.
Tenter de les résoudre par ordinateur peut étre délicat, en particulier lorsque 1’épaisseur € de

13



Introduction

la couche mince est tres faible. En effet, cela nécessite une discrétisation a I’échelle de € au ni-
veau de la couche, ce qui peut impliquer des coiits et temps de calculs importants ainsi qu’un
manque de précision. Devant ces difficultés, des tactiques d’approximations moins directes
de ces problemes ont été mises en place : les comprendre par le truchement de conditions
d’impédance, aussi appelées conditions artificielles ou effectives.

QE

€

—aAuf = f; dans €,

—Aui = f. dans Qf,

o
=
e
@

uf = ufsur [y, (1)
I,
\E adyui = —0u sur Iy,
€ —_ €
ug = OsurI§.

FIGURE 1 — Un domaine avec couche mince

Les problémes avec conditions d’impédance

L’idée du probleme d’impédance est qu’il est posé sur un domaine qui ne dépend pas de ¢,
autrement dit, que la couche est supprimée; par exemple, un probleme d’impédance associé
au probléme (1) ne serait posé que sur le domaine €); représenté en figure 1. Ainsi, tous les
problemes inhérents a la couche sont évacués. Cependant, la suppression de la couche repré-
sente une perte d’information qui doit étre compensée. Pour cela, le probléeme d’impédance
devra comporter une condition limite sur I'. qui dépendra de e.

C’est le développement asymptotique en fonction de e de la solution du probléme de
transmission qui donne des informations sur les possibles conditions limites sur 'interface
I’} ; ainsi un probléme d’impédance associé a (1) est le suivant :

—aAv¢ = fi dans €,

(1 + ec(;)> v¢ +ead, v = Osur [},

ou ¢(x) désigne la courbure du domaine au point = € T'.

Cet « interpréte » du probléme (1) fournit une approximation de bonne qualité comme
en témoignent les estimations d’erreur suivantes :

luf — vl < C€. 3)

Cependant, force est de remarquer que le domaine représenté en figure 1 est régulier;
il convient bien pour décrire un ceuf mais s’avere moins pertinent pour modéliser un avion
furtif et sa peinture. Ceci nous améne a nous poser la question suivante : quid des problemes
de transmission et leurs approximations lorsque le domaine est irrégulier ?

14



Introduction

Les probléemes de transmission a coin

Un exemple de ces problémes de transmission a coin est le probléeme (4) posé sur le
domaine représenté en figure 2, ou le coin est de type conique d’angle w.

QE
€ N
e —aAuf = f; dans €,
€ . €
—Aui = f, dans Qf,
€ — €
. uf = ufsur [y, (4)
Iy
adyuf = —0,ug sur Iy,
€ — €
FIGURE 2 — Un domaine a coin avec couche ue = Osur I

mince

Le comportement de la solution u¢ des problemes de la forme de (4) en fonction de
I’épaisseur e de la couche mince Qf et de ’angle w du coin a été étudié dans [34]. Il apparait que
lors de la construction du développement asymptotique de ¢ interviennent des singularités
de la forme ‘

j _oam (T
s/ (r,0) = r'v sin (wﬁ) , 0€0,w].

Ces singularités bloquent a priori la construction du développement asymptotique. A
Iinstar de [11], cette difficulté est contournée en les remplacant par un autre objet : les
profils. Ceux-ci peuvent étre considérés comme proches des singularités dans le sens ou ils
héritent du comportement & l’infini de ces dernieres. Leurs domaines de définitions sont des
coOnes infinis se confondant avec le coin du probléme originel a ceci prés que ’épaisseur de
la couche mince est non plus de € mais fixée arbitrairement (& 1 par exemple); on pourra
observer sur la figure 3 le domaine des profils p’ associés au probléme (4) et, dans le probléme
(5) qu'ils vérifient, le fait qu’ils se comportent & I'infini comme s/.

—aAp’ = 0 dans O,
—Ap? = 0 dans Q,
pl = plsur '

ad,pl = —0,pl sur I,

P = Osur 'Y,

FIGURE 3 — Domaine des profils du pro- P~ 7 lorsque r — +o0.
bleme (4) (5)

15



Introduction

Comparaison avec un probleme avec condition d’impédance

Voyons maintenant comment se passe la comparaison du probléme (4) avec son probléme
avec condition d’impédance associé. Ce dernier admet la méme formulation que (2) mais est
posé sur le domaine €); représenté en figure 2.

Il posseéde un développement asymptotique similaire & celui du probléeme (4) : & chaque
étape de sa construction, des singularités apparaissent et doivent étre remplacées par des
profils.

A partir de ces développements, on peut établir une estimation d’erreur entre les solu-
tions u¢ du probléme de transmission et v¢ du probleme avec condition d’impédance. Ces
estimations d’erreurs sont fournies par [34] :

luf — v loq; < Cllog e]e™m(E145:3) (6)

lu§ — v||10; < Cllog Je™(E2), )

ou [log €] désigne une dépendance polynomiale en loge.

Comparons maintenant avec les erreurs commises dans le cas régulier — i.e. sans coin —
du probleme (1).

Pour un angle w inférieur a %, les estimations (6) et (7) fournissent le méme résultat que
(3), Terreur est en €3; cependant, on peut voir qu’au dela de g, Perreur va rapidement se
dégrader lorsque w approche 27 pour finir en O(e[log €]) pour erreur L? et O(+/€[log ¢]) pour
lerreur H'.

Cette baisse de vitesse de convergence s’aveére génante, ce qui conduit [34] & ouvrir en
perspective la possibilité de considérer de nouvelles conditions d’impédance afin d’y pallier.
Ainsi, I'objet de cette these est d’offrir, & ceux qui en auraient I’appétit, un petit panel de
« nouvelles » conditions d’impédance permettant de réduire ’écart qui s’est creusé entre les
cas régulier et irrégulier de ’approche du probléme de transmission par celui avec condition
d’impédance.

Probléeme de transmission étudié et nouveaux probléemes d’impédance

Le probléeme de transmission a coin qui servira de fil d’ariane & cette these est le probleme
(8) posé sur le domaine représenté en figure 4, ot I'y = I'L UT2€UT3€UTS et J,ul et J,us
désignent les dérivées normales extérieures a ) et Qf de u®.

Ici, la couche mince )¢ ne recouvre pas l'intégralité du domaine €); contrairement aux
problémes (1) et (4) mais seulement une partie. C’est d’ailleurs de la que vient l'intérét de
ce probleme car, hormis cela, I’angle du domaine €); en O est plat. Le fait que la couche ne
soit qu’a droite du point O va créer une singularité de fagon artificielle en ce point en posant
des conditions de bords différentes de chaque c6té de O} ceci se voit trés aisément si ’on
considere le probléme limite, i.e. lorsque 1’épaisseur de la couche est réduite a 0. On a alors
a gauche de O une condition de Neumann et a droite une condition de Dirichlet.

On peut aussi voir le changement de conditions de bord a 'origine sur le probleme avec
condition d’impédance associé ; en effet, puisque qu’ici la courbure de la couche 2 est nulle,

16



Introduction

—aAuf = f; dans €,
Auf = f. dans Q,

ui = wugsur I,

(8)

adyuf = —0,uf sur I,

rl r2] Qe |

du¢ = Osurl,,

FIGURE 4 — Domaine du probleme de
transmission

ug = OsurI.

la condition de Robin sur I'y du probléme (2) nous donne comme probléeme :
—aAv¢ = f; dans €,
Oyv¢ = Osur Iy, (9)
v¢ + ead,v¢ = 0 sur .

On peut donc observer qu’en O se cotoient des conditions de Neumann et Robin. On
verra lors de la construction des développements asymptotiques des problemes (8) et (9) (ce
dernier ayant déja été effectué dans [11]) que les singularités — notées s/ — qu’y apparaissent
correspondent a celles du cas w = 27 du probleme (4) :

. . 1
s'(r,0) = 2+ sin <(2 +j> 9) ,0 € 0,r].

Nous sommes en fait dans le pire des cas des estimations (6) et (7), autrement dit, nous
avons pour vitesses de convergence des erreurs L? et H' en (a des termes logarithmiques pres)
€ et /e, respectivement. Ces derniéres sont calculées & partir des développements asympto-
tiques (10) et (11) des solutions de nos deux problémes.

Comme pour la construction du développement asymptotique de la solution du probléme
(4), les singularités vont étre remplacées par des profils, notés ¢/ pour le probleme (8) et pl
pour le probléme (9). On obtient alors comme premiers termes :

Nl

,
uf = by + P (r)ea? (1.0) + eulllog ) + el + Opp (), (10)

et
0 0 ofr 1 1 3
0 = Upeg + X1 (1) Vep; (6,0> + evy[loge] + ev; + O (62) . (11)
Une étude sur les différents termes en présence montre que u?eg’i = U?eg, A = d et
uii = o!. Elle montre de plus que les termes ui,,i et v}p apparaissent a cause du remplacement

des singularités par les profils et sont construits par des procédés identiques. C’est donc la
différence entre les profils ¢/ et p/ qui s’avere étre a I'origine de la différence entre des premiers
termes des développements asymptotiques (10) et (11). Autrement dit, cette différence est le
facteur limitant de la vitesse de convergence entre nos deux solutions.
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Amélioration de D’erreur L2

Une étude précise sur I'origine de I'erreur L? entre les solutions des problémes (8) et (9) :
lluf — v|lo,0; < Cellogel,

nous permet de montrer que le premier facteur limitant réside dans les différences entre u}p et

vi, et entre ¢ et p? dans (10) et (11). Comme mentionné plus haut, “clp,i et vi, sont construits
tous les deux & l'aide des profils p’ et ¢/ par un méme procédé. Remontant ce procédé de
construction, on aboutit au fait que la différence entre ui,’i et v}a est due a celle entre deux
coefficients situés aux débuts des développements & I'infini des profils ¢° et p? de nos deux
problémes. Plus précisément, il s’agit des coefficients c®V) et d°(1) dans les développements

suivants : lorsque 7 — +o0,
0_ .0 0(1) 0(1) .—1 -3
pr=58 +p ) +c Vs 4+ 02 (r2), (12)

et
@ =0 4 Vs 0p (r3), (13)

11 6 6
o) — — — _ z in [ =
Dy 0427T\/77 |:<7T 6) cos (2) + log r sin (2” .

ou

Par ailleurs, une étude sur I'impact direct de la différence entre ¢ et p? nous montre que
si @M et d°M) sont égaux, alors la différence entre ¢ et p® ne s’exprime plus en O(e) mais
en O(e?) et donc ne s’avere plus étre un facteur limitant.

L’idée que nous allons développer consiste en I'introduction d’un parameétre supplémen-
taire dans la condition d’impédance du probléme (9) sur lequel on pourra jouer afin d’égaliser

ces deux coefficients — %) et d%Y) — et ainsi transformer I'erreur en O (e% [log e])

La premiere voie que nous suivrons sera celle d’une condition d’impédance de type Robin
multi-échelle avec coefficient variable sur T} :

VU + eare (x> 8,06 = 0, (14)
€

ou a, est la fonction représentée sur la figure 5.

Ole

Pe p
FIGURE 5 — La fonction o,

Fort heureusement, le profil associé a la condition d’impédance (14) — noté pg, — admet
le méme développement (12) & I'infini que p? et peut donc étre comparé directement & ¢°
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grace a (13). L’objectif sera alors de trouver le parametre p, qui égalise nos deux coefficients
0(1) 0(1)
ce et d'\.

La seconde voie sera celle d’une condition d’impédance de type Ventcel :
vg + ead, v — 625872.1)% =0, (15)

ot 92 désigne la dérivée tangentielle seconde. De méme que le profil pg,, le profil associé a la

condition de Ventcel (15) — noté p& 5 — admet le méme développement (12) a I'infini que Y

et peut donc étre comparé directement & ¢°. L’objectif consistera alors & déterminer /3 afin
P hoals 0(1) 0(1)

d’égaliser cg et d>\".

Amélioration de D’erreur H!

L’étude de Perreur H'! :
luf — |10, < CV/e[loge],
nous montre que son origine est due a la différence entre les gradients des profils p’ et ¢/ dans
(10) et (11). Cette différence étant globale, elle ne peut étre supprimée par une déformation

du probléme (9) a l'aide de condition d’impédance de la forme de (14) ou (15).
L’idée est donc d’approcher u{ par le début de son développement asymptotique :

r
wf = ul(r)eg,i + doXl\/EQiO (679> .

Ainsi, w{ ne dépend pas de la couche €2 et 'avantage conféré par le probleme d’impédance
est conservé tout en fournissant une meilleure estimation d’erreur :

|luf — will1,0, < Celloge].

La encore, les profils seront au coeur du travail & accomplir avec la nécessité d’obtenir
numériquement ¢°. Cette approche sera d’ailleurs nommée d’apres eux : méthode de plaquage
des profils.

Organisation de la thése
Le déroulement de la these va s’articuler selon le schéma représenté sur la figure 6.

Le premier chapitre a pour objectif la construction des développements asymptotiques
des solutions des problemes de transmission et avec condition d’impédance. Bien que ces
constructions nécessitent des résultats sur les profils, ceux-ci ne seront étudiés qu’au dernier
chapitre. En effet, leur étude est délicate et seul un petit nombre de résultats les concernant
sont nécessaires a la construction des développements asymptotiques. Ainsi, afin de ne pas
perdre de vue les objectifs de cette these et de bien saisir le pourquoi de leur intervention, ils
ne seront donc pas étudiés en premier malgré leur role central; divers encarts énoncant les
résultats utiles pourvoiront a nos besoins.

Le deuxieme chapitre a pour vocation de présenter comment la méthode de plaquage des

profils et conditions d’impédance (14) et (15) vont nous permettre d’améliorer les erreurs L2,
H' et L>™. Nous y traitons de leurs efficiences théorique et numérique ainsi que de moyens
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Chapitre 4:

Construction

des profils

RN
P | N
-7 I SS
-7 I N
- I S
-7 I N
A// : \\\
I
Chapitre 1: | Chapitre 2:
Développements R - Nouveaux probléemes
asymptotiques : d'impédance
I
I
~ o | -7
SS I -
~. i -
~. | -
~. ! -
o \ ! - -
b
Chapitre 3:

Extension a des
problémes en 3D

F1GURE 6 — Relations entre les chapitres

d’obtenir numériquement les profils.

Le troisieme chapitre aborde des cas d’extensions tridimensionnelles des problémes des
chapitres précédents et étudie I’adaptabilité des diverses méthodes mises en ceuvre au second
chapitre a la dimension 3.

Le quatrieme chapitre contient la construction et I’étude des profils des divers problémes
étudiés auparavant. Il peut étre passé en premiére lecture. Afin de I'alléger, des résultats sur
la régularité elliptique des profils ont été mis en annexe.

Finalement, viennent quelques annexes comportant divers résultats utilisés sporadique-
ment ou ponctuellement et qui ont été retirés du corps principal afin de I'alléger. On y trouve
notamment une annexe sur les espaces a poids et la transformée de Mellin et des résultats de
régularité elliptique.

Simulations numériques

Les simulations numériques ont été effectuées avec Freefem (voir [21]) et le couple Gmsh
Getdp (voir [19]). La méthode de plaquage des profils n’a été testée que griace a Freefem ;
en effet, celle-ci requiert un certains nombres d’opérations successives qui ne sont pas, a ma
connaissance, réalisables sur Getdp. Inversement, les simulations conduites sur la condition
d’impédance de Ventcel n’ont été faite qu’avec Getdp car Freefem ne permet pas — encore
une fois, & ma connaissance — de coder les conditions de Dirichlet ponctuelles nécessaires
aux conditions de Ventcel.

Les dessins ont été faits avec Géogebra et les graphes ainsi que le post-traitement des
données recueillies avec Matlab.
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Chapitre 1

Développements asymptotiques

Ce chapitre a pour objectif de présenter les développements asymptotiques des problémes
de transmission et d’impédance. Le développement du probleme avec impédance de type
condition de Robin a été décrit brievement dans [11], il est repris ici en détails d’une fagon
qui s’inspire aussi de [34]. Celui du probléeme de transmission est une adaptation de son ana-
logue dans [34]. Le développement du probléeme avec impédance de type condition de Ventcel
est original et s’inscrit dans la lignée de [6]; il est basé sur celui avec condition de Robin tout
en prenant en compte les différences dues a la dérivée tangentielle seconde.

L’accent sera mis sur la construction des premiers termes, d’une part, afin de bien saisir
comment les profils interviennent ; d’autre part, afin d’identifier précisément les termes du
développement et leur dépendance vis-a-vis des différents coefficients de singularité. Cette
étude indispensable nous permettra alors d’effectuer une comparaison termes a termes des
développements, ceci dans la visée de repérer comment ces différences détériorent I’approxi-
mation de la couche mince par une condition d’impédance. C’est forts de la compréhension
des origines et dépendances de chaque terme en présence que nous pourrons par la suite
mettre en ceuvre des techniques visant a pallier ces détériorations.

Enfin, le lecteur profane souhaitant s’initier trouvera ici une version détaillée (et peut
étre plus abordable) du développement du probléeme d’impédance avec condition de Robin;
expliquant notamment pourquoi il est impossible de le construire sans faire intervenir les
profils. Le lecteur familier pourra éventuellement se contenter d’un survol ou se concentrer
sur le développement du probléeme d’impédance avec condition de Ventcel.

1.1 Probléme avec condition d’impédance de type
Robin

Il s’agit ici d’étudier et d’effectuer le développement asymptotique en fonction de € de la
solution v¢ du probléme suivant :
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1.1. PROBLEME AVEC CONDITION D’IMPEDANCE DE TYPE ROBIN

—aAv¢ = fi dans €,
o,v° = Osurly, (1.1)

v¢ + eady v = 0sur I}

ou le domaine §2; est un demi-disque et les domaines I', = Frll UT¢ et ', sont définis sur la
figure 1.1.

Ik I,

FIGURE 1.1 — Domaine du probléme avec condition d’impédance de type Robin

La premiere sous-section a pour but de poser les résultats d’existence et d’unicité de solu-
tions aux problémes de la forme de (1.1). La seconde sous-section a pour objectif de présenter
la construction des premiers termes du développement. Plus particulierement, nous verrons
pourquoi les singularités du probleme limite empéchent la poursuite du développement justi-
fiant ainsi la nécessité de les remplacer par les profils. Enfin, la troisieme sous-section présente
le développement et sa structure a tout ordre.

1.1.1 Existence et unicité des solutions au probléme
On s’intéresse ici — pour € > 0 et o > 0 fixés — aux probléemes de la forme :
—aAv = f dans
Oyv = Osur 'y, (1.2)
v+ead,v = gsur [y,

ou le domaine ); est encore le domaine représenté sur la figure 1.1 et € € R

Théoréme 1.1. Soient f € L*(Q), g € L*(Iy) et a € R%.. Alors le probléme (1.2) admet
une unique solution v € H' () qui vérifie

1
follsiay < € (152 + S oz )

ot C' > 0 est une constante indépendante de e.
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Démonstration. La formulation variationnelle associée & (1.2) est, pour tout w € H(;),

a(v,w) = L(w),

1
a(v,w) :a/ Vv-Vw—l—f/ vw,
Q € JTy
et 1

L(w) = / fw+— | gw.

Qi € Iy

Comme € < 1, on a pour tout w € H'(€)),
a(w,w) > af[Vwllo.o + lwlor,

Par ailleurs, I'inégalité de Poincaré-Friedrichs du théoreme A.l nous dit qu’il existe une
constante C' dépendante de §; telle que

Vwllo.0 + [lwllor, = Cllwll,0;-

D’ou la coercivité de a.

Par inégalités de Cauchy-Schwarz et de trace, on obtient la continuité de L : pour tout
w € Hl(Qi),

1
Lw) <€ (Ifloss + ¢ gl ) luwlha.

Le théoreme de Lax-Milgram nous donne alors I’existence et 'unicité d’une solution & (1.2)
et I'inégalité de coercivité nous permet d’écrire
O,Fr> .

1
19 <€ (o + g

[v

O]

Remarque : L’estimation du théoréme 1.1 peut en fait étre améliorée de la fagon suivante :
Il < € (Il 2y + llgll 2 ) -

3
pour s € {1, 3 [; on pourra se reporter — pour plus de détails — au lemme 2.1 de [11] par

exemple. Ceci nous permet également de justifier les estimations en norme L & venir.

1.1.2 Premiers termes du développement

Pour commencer, injectons l’expression v¢ = E ¢"v" dans (1.1). Nous la considérons
n>0
comme une série formelle et ne nous intéressons donc pas a sa convergence. On obtient, pour

tout n € N,

—aAv" = 4 fi dans (,
o,v" = Osur Iy,
v = —ad,u" ! sur Iy,
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1.1. PROBLEME AVEC CONDITION D’IMPEDANCE DE TYPE ROBIN

avec la convention 9,01 = 0.

Premiére approche :

Rang 0 : v° doit étre solution de
—aAv? = fi dans O,
o,° = Osur Ty, (1.3)

vW = Osurl}.

Définition 1.1. On note xj une fonction de troncature, C*° ; ne dépendant que de r
sur Rx Ry (donc radiale) et que de x sur Ry x [—1,0] ; valant k pour r < ro ou x < rgy
(prés de Uorigine) et 1 —k pourr > ry ou oux > r1 (loin de lorigine) avec 0 < 1o < ry.

Nous utiliserons cette notation par la suite sous les formes o et x1.

Supposons f; € H™(Q;) avec m > 0 aussi grand que 'on veut, alors on sait par la
théorie sur les problémes a coin (voir [20] ou [28]) qu’il existe une unique solution a ce
probleme de la forme

o v?eg + x1(r) Z c?sj (r,0) = v?eg + x1(7) Z c?e%ﬂs] (6, 0) , (1.4)
§=0 j=0

ot vl, € H™2(€Y), c? € R et s/ est défini par

reg
; R . 1
s/ (r,0) = r’"2 sin j+§ o).

Remarque : s/ appartient & H/*1(Q;) mais pas & H/T2(€)).

Rang 1 : Cette fois-ci v! doit étre solution de
—aAv! = 0 dans €,
oyt = 0sur Iy,

vl = —ad,w? sur I.

Pour savoir 'l existe une solution & ce probléme, il faut regarder la régularité de 9,0°.
Le terme limitant la régularité de v° dans sa décomposition est s qui n’est que dans
H' () (en fait un peu mieux mais sans aller jusqu’a H?), c’est donc sur lui qu’il faut se
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

concentrer. Plus précisément, 0, = r~'9y sur I', il faut donc déterminer la régularité de

~19,80(r.0) — —— <9>
r 0ps (7’,(9)—2\/;COS 5 )

Une évaluation directe nous affirme que cette fonction n’est pas dans L?(T';) et donc

pas dans H %(Fr). Ce défaut de régularité interrompt cette premiere méthode et nous
oblige a en envisager une autre contournant ce probléeme. C’est 'objet de la deuxiéme
approche.

Deuxiéme approche :

Cette approche nécessite I'utilisation des profils p/. Ces derniers sont étudiés au chapitre 4,
on en rappellera néanmoins ’essentiel dans le paragraphe suivant.

Profils du probléme d’impédance

Les profils p/ du probléeme d’impédance avec condition de type Robin sont les solutions
du probleme
alApl = 0 dans Q5°,
opl = 0sur ',

pl+ad,pl = 0sur I,

pl ~ &/ lorsque r — +o0,

ot O =R x RY et 'Y =T et I'° sont définis comme sur la figure 1.2.

)

I I

FIGURE 1.2 — Domaine des profils du probleme avec condition d’impédance de type Robin

Pour cette partie, c’est leur comportement & 'infini qui nous intéressera principalement.
Celui-ci est connu du fait qu’ils admettent une décomposition sous la forme suivante :

N
pl=s"+x0(r) > pl"+ PP,
n=1
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1.1. PROBLEME AVEC CONDITION D’IMPEDANCE DE TYPE ROBIN

ot s7, pI™ et xo PN appartiennent &

L
SO = {w s w(r,0) = TAZIOgl ri(0), U € COO([O,W])},

=0

1 1 1
avecNZj—i—l,LENet,respectivement,)\:§+j,)\:§+j—net)\:§+j—N+1.

Pour plus de détails sur les p/™ et Prj’N , on se reportera au chapitre 4 section 4.1 ou ils
sont définis comme étant les solutions des problemes (4.5), (4.6) et (4.11) et étudiés précisé-
ment.

Nous utiliserons en particulier le fait que

3
P = 4+ g (pgu) +Co(1)8—1) x00120m) (r_élogr)7 (1.5)

_ 0,1
=Pr

avec (°) € R et

o) — 0421\}77 {(W —0) cos (2) + log r sin (Z)} .
™

Développement

Rang 0 : On remplace les singularités s/ dans (1.4) par les profils p/ pour obtenir

N T~ 0 Ly i (T
T v?eg +X1(7‘)Zc?e2+jp§ (6,0> =9 4+ p?

avec pf = x1(r) 3 c;?eéﬂ' (pﬁ _ Sj) (T,e).
0

On définit alors le reste comme étant 70 = v¢ — 3°, lequel vérifie

—aAr? = aAp? dans O,
9,r? = Osur [y, (1.6)
1+ ead,r? = —ea@,,v?eg sur I'y.

En effet, sur I';, on a
vl (7“,0) = —c0,p} (”” y) = Ovpl(X,Y).
€ € €

Or pl + adypl =0 sur I'®. On en déduit que (Z +ead, )p’ (r, 9) =0.
€
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Lemme 1.1. Soit k € N, Ap¥ est a support dans la couronne [ro,r1] et, pour tout
N €N, s’exprime sous la forme

m—k N
Apf = Z Z € J” (r,0)[log €] +OL2(Q)( 1[loge]),

7=0 n=1

ot ¢/ [log €] désigne un polynéme en loge a coefficients C*°, a support dans la couronne
[’r‘o, T‘l] .

Démonstration. On a

m—k L
Apf = Z c?eﬁﬂA
i=0

() (vl - o) (:eﬂ .

11 suffit donc de se concentrer dans un premier temps sur le laplacien du second membre
de I'égalité ci-dessus. Ayant (puisque p/ et s/ sont harmoniques)

8 Jat) (=) (0)] = (v =) (520) datr) +29 (1 - 7) (5.6) - V(o).

il est clair que Ap/ est & support dans la couronne [rg, r1].

On a, pour N > j+1,

N
pl(r,0) = 8 (r,0) + x0 > pl"(r,0) + PPN (r,0),

n=1

ot pin € S2TN(QX) et PIN € SaTi—(NT1 (e0).

Ainsi,
. . N . N . .
Vpl = ') =Vxo ) pi" +x0 ) VpI" + VP
n=1 n=1

1
Par ailleurs, en notant u, = 3 +j—mn,ona

r

pi (£.0) = gt log . 0),

et
vpl" (T,e) = e Hghm log €] (r, 0),
€

ol gi"[loge] et gh"[loge| désignent des polynomes en loge; ces derniers sont issus de
la structure des p?", laquelle assure aussi qu’ils sont bien C* dans la couronne [rg,71].
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On en déduit donc que

abae) (- 5) (L0)] = o) i}lpﬁ‘m (£.6) + [2vamvio (1)) é i
=Xe
+ [2xo (Z) vm(r)} né Vpin (Z 9>

=Xe

F A PN (r,e) + 2V VPIN <T,9>
€ €

=GN (¢)

N

= [aa®]xo (2] + xe| S e gt loge]
| (5)+x

n=1

N+1 )
+Xe Z e Hngh"log €] + G]’N(e)

n=2
N . .
= > e logd + ¢ (o),
n=1
ol
i r e
Frllogel = [I3xa(xo (£) + x| " lloge + (1~ o)zt llogel,
ou 97 désigne le symbole de Kronecker — et

W (€) = Xee N1 ghN [log e] + G (e).

En multipliant par 3t , on obtient alors

x1(r) (pﬁ _ SJ) (dg)} _ nﬁ::lengjm[log e + €%+j¢j’N(e).

€

1, -
e2TIA

La formule donnant ¢V (¢) et I'appartenance de P3N & S g Hi—( () nous per-
mettent de voir que ez iV (¢) = Orz2(ay (¥ log €]. O

m

On déduit de ce lemme que, pour N = 1, Ap? = eZc?apj’l[log €|+ OLQ(Qi)(€2[1Og €])
j=0

et donc, par I'estimation du théoreme 1.1, que

m
Ir2llg < 10 vregllor, + €Y Icjllle™ logsllog €] + Oz, (¢*[log e]).

J=0
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

On verra plus tard que les estimations sur les restes au rang 1 permettent en fait
de montrer que l’'on a
el < Celloge].

Rang 1 : Dans (1.6), le second membre admet des contributions de deux origines : la partie
réguliere de v° et les profils. Ces deux origines invitent & poser deux problémes afin de
différencier les contributions a I’ceuvre. On pose vi, [log €] (qui représentera la contribu-
tion des profils) et v} (qui représentera la contribution de la partie réguliere de v°) les
solutions des systemes suivants :

m
_Avglo[log €] = Z ¢’ [log €] dans €, —Av! = 0 dans
ovl = 0sur [y, (1.8)
dyvplloge] = 0 sur Iy,
vl = oz&,vreg sur T').
vylloge] = Osur Ty,

(1.7)

Comme v?eg € H™2(Q;) on a 0 vreg € H m+%(1“r). Par ailleurs, les autres seconds
membres sont clairement C*°. Cela justifie I’existence et 'unicité d’une solution a cha-
cun des problemes ci-dessus avec, de plus, une décomposition en parties réguliere et
singuliere. On peut alors construire v' comme étant

vl = U}p[log €] + vy,

solution de

m

—Avl = Z @1 [log €] dans Q;,

1.9
dvt = 0sur Iy, (L.9)

vi = —ad, vreg sur I'y.

On peut aussi écrire

m—

(T
vl = reg +X1 Z 10ge 2+]S] (679) )

ou vreg € H™L () et c'[loge] est un polynome de degré inférieur ou égal & 1 en loge.
On constate ici que la partie réguliére a perdu un cran de régularité et qu'une singula-

rité a disparu.
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Arrétons-nous un instant afin d’expliquer le but de tout ceci. Si 'on regarde le pro-
bleme vérifié par u' dans la premiére approche, on peut voir que 'on était bloqué a
cause de la régularité du terme 8 oY sur I'y. Dans le probleme ci-dessus, nous n avons
plus ce bloquage du fait que 9,0° est remplacé par 9,0 reg qui est bien dans H 2( r)-
En contre-partie, un second membre est apparu sur {2; a cause du remplacement de la
singularité par le profil au rang 0. Ce second membre, nous I'avons vu, est assez régulier
pour continuer le développement asymptotique. Notons cependant l'introduction des
log € dans ce dernier. Il s’agit maintenant de réitérer le principe.

Comme au rang 0, on pose

m—1
ot =w reg+X1 Z 10g662+]p]< >:U1+pi,
7=0
o m—1 ) i r
ou p, = x1(r Z logee2 (pﬁ—s) 2,9 et
7=0

rl =2 = — et =79 —epl.

Ce dernier vérifie
—aAr! = ecaAp! + OLQ(Qi)(62) dans €2,

ol = 0OsurTy,

1 =

1
r; +ead,r; —e2ad, vk, sur T).

reg

En effet, sur ; — au vu des problémes (1.6) et (1.9) vérifiés par 70 et v! et du lemme
1.1, on a
Ar? = eAvt + OLQ(Qi)(€2[10g €]),

donc
Arl = Ar? — eAd' = Ar? — eAv! — eApl = —eAp! + OLQ(Qi)(EQ[lOg €]);

et sur I'®, comme p! — adyp! = 0, on en déduit que

1 1_.0 0 1
r. +eadyr, =1, + ead,r, —€ Vpeg  TEQD, vreg = —%ad vreg
%/—’ ~—~
:_€aal’vreg =—ad, vl

reg

Réutilisant le résultat énoncé au rang 0 sur Ap/, et grace I'estimation du théoréme 1.1,
on aboutit a

m—1
Irelle < C | el +e > lejllle oo log €] + Opzqy) (€*[log €]) + Oz (o) (€ log ])

Jj=0

De la méme fagon que pour le rang 0, on verra que I'on peut en fait avoir

[réll1e < Ce*[loge].
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On a donc, au rang 1 du développement asymptotique,

v = 1+ () Vet (£.0) + cotlloge + L, (1.10)

ou encore

v° :v?eg+cox1( )ep? ( ) + evl Hllog €] + ev} + Og () (€ *[log €]). (1.11)

1.1.3 Développement a ordre n

Théoréme 1.2. Soit m € N*. La solution du probléme (1.1) pour f; € H™(§) admet pour
développement asymptotique a l'ordre n € {1,...,m} :

v = Ze [log €] + Z e tach [log €]x1(r) (pk - sk) (T,9> + 7, (1.12)

k=0
ot :
— pour k € {0,...,n}, v*[loge] est un polynéme en loge de degré inférieur ou égal a k
solution de

—AvFlloge] = fFloge] dans €,
O,vFloge] = 0 sur Ty, (1.13)
vF[loge] = aayvreg [loge] sur Ty,

avec la convention O, vreg 0 et

fi st k= 0,
frlogel =< m—(k—1)
Z k Loi*loge] sinon,
=0
ot les @I*[log €] proviennent du lemme 1.1 appliqué avec N = m, ; de plus, vreg[log €| €

Hm+2—k(Qi) ;

— cFlloge] désigne un polynéme en loge de degré inférieur ou égal d k dont les coef
ficients sont des combinaisons linéaires des coefficients de singularité c? e ;L k=1
j €40,...,m—k}, issus des décompositions en parties réguliére-singuliére des fonctions

’UO, ey ,Un—k—l ;

— le reste v vérifie le probléme

—aAr? = ae"Apl + OLQ(Qi)(€n+1[10g €]) dans i,
orl = 0 surly, (1.14)
4+ ead,r® = —e"Mag, L Ureg[log €] sur Ty
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et on a l’estimation, pour n € {1,...,m —1} (m > 2),

Irlhe = O (€ log ) (1.15)

Démonstration. On procede par récurrence sur n € {1,...,m}.

L’ordre 1 a été traité précédemment. Supposons n > 1 et le développement vrai au rang
n — 1. Commencons par construire v"[loge| & l'aide du probleme (1.13). Pour cela, il suffit
de s’assurer que le second membre de (1.13) est bien défini pour k& = n et admet bien la
régularité nécessaire.

Pour tout j,k € {0,...,m}, les ©»* sont construits indépendamment de la récurrence
I'aide des profils p/, des singularités s7, de la fonction de troncature x; et du lemme 1.1; ils
sont C* a support compact dans €;.

Par hypothese, le terme v" ![loge] est construit et admet la décomposition en partie
réguliere-singuliere suivante :

()
“log €] = vjy,'[log €] + Z “log elx1(r)s(r,0),

avec Uyeg Uloge] € H™2=(=1(Q). Les coefficients c?il[log €] nécessaires au second membre
de la condition sur €; du probléme (1.13) sont donc obtenus a ’aide de cette décomposition.
Le second membre sur ; de (1.13) est donc entierement défini et suffisamment régulier.
Par ailleurs, puisque vji;'[loge] € H™ "+3(Q;), 8 fuﬁagl[log €] € Hm_"+%(Qi). Comme
n < m, Oyvieg Hlog €] est suffisamment régulier, i.e. au moins dans L?(T).
On peut donc définir v"[log €] comme étant la solution du probléme (1.13) pour k = n; il

admet la décomposition en partie réguliére singuliere suivante :

regl0g €] + Z "(log €] x1(r)s? (r,0),

v"[log €] = vy

avec vfL, [log €] € H™F277(€)).

Nous pouvons alors redéfinir le coefficient ¢*[loge] — pour k € {0,...,m —n} — comme
combinaison linéaire du précédent coefficient c*[loge] donné par I’hypothése de récurrence
et du coefficient ¢} obtenu par la décomposition en partie réguliere-singuliere de v™[log €]
ci-dessus. Pour k € {m —n,...,m}, le coefficient ¢*[log €] reste inchangé.

Ainsi, nous pouvons définir le reste d’ordre n a I'aide de la formule (1.12) comme étant :

n— g — Ze [log €] + Ze“zc [log e]x1(r )(pk —Sk) (:ﬁ)] ;

k=0

ou encore

=l 5 log €],

0" [log €] = vygg[log €] + Z 2 log €l x1 (r)pl (6,9>=v"[log6]+p?,
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avec pl' = Z cj[log e]x1(7")e%+j (pﬁ - sj) (T,H).
€

J=0

Le reste r* vérifie alors

—aAr? = —ae"Apl + OLQ(Qi)(€n+1[IOg €]) dans €,
o,r? = 0Osurly,
rt+eadr? = —e"tlad,up,llogel sur Ty

En effet, de la méme facon qu’au rang 1 on observe que,

sur € : au vu des probléemes (1.13) (pour k = n) et (1.14) (avec n — 1 a la place de n)
vérifiés par v"[loge] et "1,

Ar™ = Ar"l — " Av"[log €] — " Ap" = —€"Apl + OLQ(Qi)(e"H[log €]);

sur I'; : comme p/ — adyp’ = 0 sur I'>°, on en déduit que

P4 ead,r? = "4 ead, T —e Uregllog €] +ead, v, [log e
n—1
=—cadyVreg " [log €] =—adyvigloge]
= —e"Mad,ul,[logel.

L’estimation du théoréme 1.2 et le lemme 1.1 nous donnent alors

m—n
[rellhe < C (enllf?uv?eg[loge]llorr +e Y IC?IW’”HO,Qi[loge])
j=0

+O012(0,) (" log €]) + Op2(q,) (€' [log €])

= OHI(Qi) (En [log 6])

Reste a voir comment on obtient 'estimation (1.15). Supposons que nous avons construit
le développement jusqu’a lordre n+1 et donc r? ™! avec I'estimation 771 = Om(a) (et loge]).
On peut alors écrire
n r?+1 + 6n+11~)n+17

re =

ol
m—(n+1)

~n n ek i (T
o loge] = vigg'llogd + 3 ¢ [logexa(r)p] (e)
=0

#(29)

~ en—i—l[

On a [l log e][|1,0, = [loge] et €2+

Tt ~ [log €] en vertu du comportement

1,0

a l'infini des profils. On en déduit que

lré = Il log e].
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Remarque : le méme développement asymptotique est valable si « dans la condition sur
Iy de (1.1) est remplacé par une fonction ae : It — Ry. Ceci provient de la remarque en
fin de section 4.1.6 (page 147) qui nous dit que les profils ayant a, sur I', admettent un
développement a l'infini similaire a ceux ayant «.

1.2 Probleme de transmission avec couche mince

Effectuons et étudions maintenant le développement asymptotique de la solution u¢ du
probléme de transmission :

—aAuf = f; dans €,
Aui = fo dans €U,
ui = ufsurly
(1.16)
adyui = —0yuf sur I'y
oyut = 0sur Iy,
ug = OsurI'g,

o
oit le domaine Q¢ = Q; U Q¢ est défini sur la figure 1.3, Ty, = TL UT2¢ U T3 UTS et O, uf
et Jyuf désignent les dérivées normales de u® extérieures a € et 2§ — autrement dit, nous
avons O, u{ = —0yus et O ug = yus.

Iy
§);
R
0 L,
I} I Q. e T
T4

FIGURE 1.3 — Domaine du probléme de transmission
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CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Le schéma est le méme que pour le probleme d’impédance. Nous commencerons par
étudier l'existence et 1'unicité des solutions aux probléemes de la forme de (1.16). Puis nous
construirons les premiers termes du développement avant d’en donner la structure générale.

1.2.1 Existence et unicité des solutions au probléme
On g’intéresse ici — pour € > 0 fixé — aux problémes de la forme :
—aAu; = f; dans €,
Aue = fo dans X,
ui = ug sur Iy,
(1.17)

adyu; = —0yue + g sur Iy,

Oyu = O0sur [y,

ue = 0Osurl§.

Théoreme 1.3. On définit V par
YV ={we H(Q) : wlpe = 0}.

Soient f; € L*(Y), fo € L*(), g € L*(Iy) et a € R%.. Alors le probléme (1.17) admet
une unique solution uw € V qui vérifie

lull ey < € (IlAllzz) + I fellzzog) + 9l »

ou C' > 0 est une constante indépendante de €.

Démonstration. La formulation variationnelle associée & (1.17) est, pour tout w € H'(Q°),

a(u,w) = L(w),

a(u,w):a/ Vu-Vw+ [ Vu-Vw
o) Qs

L(w)z/Qifiw+/ngew+/Frgw-

L’inégalité de Poincaré assure que a est coercive avec une constante de coercivité qui
peut étre majorée indépendamment de e. Par ailleurs, par inégalités de Cauchy-Schwartz et
de trace, on obtient la continuité de L : pour tout w € H(QF),

L(w) < C (Ifill 2o + 1 fellz20e) + lgllz2e,) ) Newllar o).

Le théoreme de Lax-Milgram fournit alors l'existence et 1'unicité d’une solution & (1.17) et
I'inégalité de coercivité nous donne que

lullrr e < € (ILAllzzy + Ifell2gog) + gl 2 ) -
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1.2.2 Premiers termes du développement

On note Uf(z,Y) = uS(z,y) et Fo(x,Y) = fo(z,y) avec Y = e 'y, la couche mince
d’épaisseur € est alors transformée en une couche d’épaisseur fixe égale a 1 — notons ici qu’il
s’agit d’'un choix arbitraire et que nous pourrions fixer 1’épaisseur de la nouvelle couche en
toute généralité a ¢, le développement se ferait de fagon identique. De la méme facon que
pour le probleme d’impédance, on injecte les expressions uf = Z e"ul', US = Z €"UY et

n>0 n>0
F, = Z €"F' (si F, se décompose en fonction de €) dans (1.16). On a alors cette fois-ci un
neN
découplage intérieur-extérieur (avec, & nouveau, les conventions Ul = 0 et ul = 0si I < 0) :

02Ur = —02Ur2— F72 dans Q},
—aAu = 43 fi dans €,
oyUl = —a&,ui”_l sur I';,
oul = OsurTLUTE, (1.19)
Ur = 0sur I},

(1.18) u' = Ul'surI,.

On remarque que les conditions de bords 9,U% = 0 sur I'2UT3 du probléme (1.16) n’ap-
paraissent pas dans les équations ci-dessus, on verra en fait qu’elles sont automatiquement
vérifiées par la suite.

Le méme manque de régularité sur les seconds membres que pour le probleme d’impé-
dance empéche ici aussi la premiere approche développée plus haut. Forts de cette expérience,
nous allons directement contourner ce probléme en appliquant la méthode de remplacement
des singularités par les profils. Nous allons utiliser les profils de transmission ¢/ (étudiés au
chapitre 4) dont nous donnons un résumé ci-dessous.

Profils du probléme de transmission

Les profils ¢/ du probléme de transmission sont les solutions du probléme

alg/ = 0 dans QfF,
Aq¢l = 0dans QF,
¢ = ¢l swly,
a@,,qij = —0,q] sur I'Y,
0,¢ = 0sur 'L,
@ = Osur 'Y,
¢ = sé +o (r%“_l) lorsque r — +00,
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ol O =R xRY, O =REx]—1,0[ et T5° =T U2, T et I'2° sont définis comme

sur le figure 4.8 et s} est le prolongement continu par 0 de s/ a Q.

O>®

0 Iz
Iy I Vo |

FIGURE 1.4 — Domaine des profils du probleme de transmission
A Dinstar des profils du probléme d’impédance, les profils du probléme de transmission
admettent une décomposition sous la forme suivante :
. i3 N . .
q.j = S*(j) + X0 Z qj’n + Q‘]’N
n=1
ou ¢/ et Q7N appartiennent &
SHMNO™) = {w D wi € SN, we € SMO) et wy = w, sur I‘;’O}
ou
L
SMN®) = {w Fw(r,0) =1y log! r(0), ¢ € Cm([O,ﬂ])},
=0

L
SMNOX) = {w D w(z,y) =2y loghxy(y), ¥ €C°°({—1,0])},

=0

1 1 1
avecNZj—i—let,respectivement,/\:§+j,)\:§+j—net)\:§+j—N+1.

Pour plus de détails sur ¢%™ et @7, on pourra se reporter au chapitre 4 section 4.2 ol
ils sont définis et étudiés comme étant solutions des problemes (4.20), (4.21) et (4.22).

En particulier, nous utiliserons
_ _3
¢° =50+ xo (q0(1) +d"Wsg 1) + X0012(0) (7“ 2 log 7“) ; (1.20)
avec d°) € R et
11 0 0
—— — — 1 in (- O
012,”\/;|:(7T 0) cos <2>+ og rsin <2>] sur  9°,

ay+1
9T

sur  Q2°.
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1.2. PROBLEME DE TRANSMISSION AVEC COUCHE MINCE

On remarquera notamment que qi0 M — po(l)

mémes probléemes.

, ce qui vient du fait qu’ils sont solutions des

Remarque : si au début du développement asymptotique la couche mince n’est plus di-
latée en une couche d’épaisseur 1 mais €y, alors 1’épaisseur de la couche €2g° des profils est
aussi ¢g et les résultats énoncés ci-dessus sont encore valables.

Développement

Rang 0 : Le probleme extérieur admet clairement 0 pour solution. Le probléeme intérieur
est alors celui de 'impédance au rang 0 et a déja été résolu. On pose alors
m .
W= a1 Y b

(T Ty
@ <e’9) +ql <656>:| =u’ + ¢,
i=0

m
avec ugvreg =0et qg =1 Zc?e%ﬂ [(qf — sJ) <€, 9) +q! <€, Zﬂ et ou x1 est défini
j=0

dans la définition 1.1.

Notons ici que la dilatation par € du profil extérieur ¢/ se fait dans les deux directions
x et y; cela permet d’une part, de capter le comportement a l'infini du profil dans la
couche — d’autre part, de se ramener a couche d’épaisseur 1.

n note r, = u® — 4° ; ce dernier vérifie
On note 1 = u¢ — @’; ce d fi
0 _ 0
—alArg; = algg; dans
0 _ 0 €
—Arl, = Agc, dans Q,
0o _ ,0
Tei = TeeSUr T,
(1.21)
0 _ 0 0
0481/7"5,1 = —61,7“678 - a&,ure&i sur 'y,
81,7"2 = Osur Iy,
9 = Osurl¢
e d-

Le fait que 8,72 soit nulle sur T'3' UT¢ est dii & la troncature. Le lemme 1.1 admet un
homologue dans le cas de la transmission nous donnant la décomposition de Ag¥; la
démonstration en étant quasiment identique, nous ne la reproduirons pas.

Lemme 1.2. Soit k € N, A¢F est a support dans la couronne [ro,r1] et, pour tout
N €N, s’exprime sous la forme

m—k N
Agt =Y > ! (r,0)[log €] + Op2(qe) (" [log e]),
7=0 n=1
ot ™ [log €] désigne un polynome en loge d coefficients C*°, plats en 0, ce qui signifie
2 g Y poty g » D , C€ g g

que toutes ses dérivées s’annulent en 0.
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On déduit de I'estimation du théoreme 1.3 que [|r?||; gc < oz||8,,u?eg,i||0,FY+OL2(91) (e[loge€]).
On verra au rang 1 que ce résultat peut étre amélioré.

Rang 1 : Comme pour le probleme d’impédance, le second membre de (1.21) admet deux
origines : la partie réguliere de u; et le profil ¢°. Une nouvelle fois, afin de bien diffé-
rencier ces contributions, nous allons considérer deux problémes. Cependant, contrai-
rement au développement du probleme d’impédance, nous avons ici en plus un décou-
plage extérieur-intérieur. Le rang 0 donne donc naissance a deux problémes extérieurs
au rang 1 lesquels donneront naissance a leur tour a un probleme intérieur chacun,
donc deux problemes intérieurs en tout.

Posons U(é,e et U]}’e les solutions des problémes suivants :

812/U<;,e = 0 dans g, 8YU1 = 0 dans O,
8VU<;,e = Osur I, (1.22) 0yUr17,3 = —a&,ureg sur 'y,
U;,e = 0 sur Fé, Url,e = 0 sur F<1i

(1.23)

Le fait que le second membre de (1.22) soit nul provient du fait que, dans la définition
du probleme (1.18), le second membre sur Q! ne fait intervenir que des termes d’ordre
n — 2; ce n’est qu’au rang 2 que l'on verra apparaitre le rattrapage des profils avec un

terme du type GY Z I log €].

Remarquons qu’au rang 0, il était clair que les conditions sur les dérivées normales de
U9 sur T2 et I'? étaient vérifiées puisque celui-ci est nul. Si cela est encore clair pour

U; o, il faut ici s’en assurer pour Urle ; c’est 'objet du lemme suivant.

Lemme 1.3. On a 81,Ur17e =0 sur2? et T3.

Démonstration. Comme U}, = —ad, ud, ;(y+1), il sufﬁt de voir que 0, 9yul ;(x,0) =
Oenx =0et z=R. Pour f assez réguliere, on aura umgl dans H*(;) et donc — par
€ C%() et 9%ul, ; bornée et

injection de Sobolev — dans C*(€;). On aura alors uf,, ; reg,i

uniformément continue sur ; pour g = (1, f2) avec 0 < 31 + B2 < 2.

Pour I'3, on en déduit que D Oyuneg i (R, 0) = 0y, uly ;(R,0). Comme J,uf =0 sur T'G,
on en dedult que 9, umgl 0 puisque la fonctlon de troncature x1 est plate et nulle
loin de 0. Donc on a bien 0 &,ureg ; = 0 sur I'y;, donc 9,0 ureg (R,0) =0, ce qu’il nous
fallait.

Concernant I'2, la condition sur les dérivées normales de s et u® ainsi que les re-
marques precedentes sur la régularité de uregl donnent que O uregl(0,0) = 0 donc
020yu,, (0,0) = 0. O

reg,i
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Remarque : on peut voir dans cette démonstration la nécessité de tronquer les profils.
Une premiére approche avait été considérée ou ceux-ci ne ’étaient pas, autrement dit,

@0 s’écrivait de la facon suivante :
r (x
ot (Go) 4t ()]
€ €€

m
= reg Z
Si les les profils n’étaient pas tronqués, il faudrait prendre en compte leur dérivée nor-
male sur I'3 dans la démonstration précédente. Or rien ne nous garantit que celle-ci est
nulle ; ceci amenait & une sur-détermination du probléme induisant des incompatibilités.
Nous sommes donc obligés de tronqués les profils du probleme de transmission et donc
ceux d’impédance si 'on veut pouvoir comparer les développements asymptotiques.

N\»—A

La non présence des fonctions de troncatures avait pour effet la simplification des déve-
loppements asymptotiques (le lemme 1.1 était par exemple) et les rendait plus lisibles.

On pose maintenant, comme pour 'impédance, u [log €| et uir les solutions de

—alAul [loge] = Z c?cpf’ [log €] dans €,

) N (1.24)

dyuy;lloge] = 0sur Iy UL,

u}pji[log el = Ulosurly
et
—aAuii = 0 dans )},

dyur; = Osur TLUTE, (1.25)

uii = Url,e sur I'y.

Enfin, notons U} = =U, Lo+ Ul etul = u}a [log €] + u . Afin de sommer ces deux der-

niers, on effectue une dllatatlon de Ql pour retourner sur Q; ul est alors solution de

8571% = 0 dans 2,
Oyui = —e tadud,; sur I},
(1.26)
ut = 0surT§,
oul = Osur T2eUTde

Comme pour le probléeme d’impédance, la régularité des seconds membres des pro-
blémes ci-dessus nous garantit ’existence et 'unicité de leurs solutions. On remarquera
1 1

de plus que u! est réguliere, i.e. ul = Ug reg- ON peut alors définir u! par

m—1
r
u = reg+ Z C 10g6X162+J b (679)7
7=0
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avec ul}eg € H™1(Q¢) et on pose

. r . x y
qu (76) +qg <7>:| :U1+q61,
€ € €

m—1
at = u%eg + Z cjl[log e]xwéﬂ
j=0

m—1

avec gl = Z cjl- [log e]x1e%+j (qf - sj) (:,0) + ¢l (f, Z)} On peut alors définir le
reste au rai:g‘ol par r} = uf — @° — el =0 — eii!, lequel vérifie
—aArl; = ealql; 4+ Or2q,)(€?[loge]) dans €,
—Arée = Aqge + €d2ul + eAqée dans €2,
7“61,1 = rslye sur I';,
adyrly = =0l — ea@l,u%egyi sur I},
orl = 0sur [y,
rel,e = OsurI'§.

En effet, sur €; — au vu des problémes (1.21), (1.24) et (1.25) vérifiés par r¥ et u}o’i et
u}’i et du lemme 1.2,

Arel,i = Arg,i — eAuf = ATg,i — eAuj — GAqel,i = _GAqel,i + OLQ(Qi)(€2 [log €]);
sur ¢ — au vu des problemes (1.21) et (1.26),

1 0 -1 0 1 1 0 2.1 1.
Areve = Arae — eAt, = Areje — eAug — eAque = —Aqae — €0 ug — eAqE,e,

et sur I';,
1 1 0 ~1 ~1
QO+ OuTee = —Q0yUpeg; — €(QOyily + 0, T)

_ 0 1 1

- _aaVurcg,i - 6(Oéal’ulrcg,i + aVU’reg,e)
———

=0yul
— 0 1 -1 0
= — Q0 Upeg; — e(a&,ureg’i —€ aﬁyureg’i)
1
= —€a0yUpeg ;-

On déduit de I'estimation du théoreme 1.3 et du lemme 1.2 que

Irelle = Orz(ae) (ellog ).

Remarque : les estimations a priori sur les restes de rang 0 et 1 sont en fait des
exceptions. En effet, au rang 2, on peut voir que le terme Arie contiendra encore €02u.
qui ne sera éliminé qu’au rang 3 (cf probléme (1.18)); le reste 72, s’exprimera donc a
priori comme un Op2(qge(€[loge]) et non pas €2[loge]. Il en va de méme pour les rangs
suivants. Ce n’est qu’une analyse a posteriori qui permettra d’obtenir de meilleures
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estimations ; voyons d’ailleurs comment nous pouvons améliorer celle au rang 0 a partir
du rang 1. On a

Te = ri + et
Par ailleurs,

m— . . r . x y
= reg Z (loge) X1€2H {qu <€79> + ¢ <67€>] .

En vertu du comportement & l’infini des profils, on a

2(00) £(20)
€ € €

~ e_(%“)[loge] et ~ e (3hi- 1)[loge]

1,84 1,Q¢
d’ou
. . r . T
E%Jr] qu (50> + qg (’ y) = [IOg 6]'
€ 1, € €/ 1,08
De plus Hu}ngHLQi ~ [loge] et, puisque u! = —ae !(y + e)@,,u?egvi, un calcul direct
conduit a

1
Jtdeg el = o (Vellogel + —-log ] ).

On en déduit donc que [|[r?||; gc ~ y/ealloge]. De la méme fagon nous pourrions en

utilisant le développement a l'ordre 2 obtenir que ||} o ~ aes [log €].

1.2.3 Développement a ordre n

Théoréme 1.4. Soit m € N*. La solution du probléme (1.16) pour fi € H™() et fo €
H™(QS) admet pour développement asymptotique a Uordre n € {1,...,m} :

n—1

ut = Ze [log €] + Zek“'%ck[loge]xl {qf <:,9> + gk <§,ZZ)} +re, (1.27)

k=0
ou :

— pour k € {0,...,n}, uF[loge] et uflloge] sont des polynomes en loge de degré inférieurs
ou égaur a k — 1 et k respectivement, solutions de

O03UFloge] = —02UF 2[loge] — FF2[loge] dans QL
OyUFlloge] = —ad, ureg L[log €] sur T, (1.28)
UFlloge] = 0 surT},
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—AuF[log ]

O, uF(log €]

fEllog €] dans €,

0 sur Ty, (1.29)

uFlloge] = —ad,Uklloge] sur T,
avec les conventions Fo(x,Y) = fe (a:, y)} UF(z,Y) =uf (:c, y)} ayu;e;i =0,
€ € :
0 si ke{0,1},
FMloge] = m—(k—-2)
o5 F, + Z j @k loge] sinon,
et
fi si k=0,
fFloge] = § m—(e-1)
k-1 Jsk .
Z ;o [loge] sinon,
=0

ou les ij’ [log €] pmmennent du lemme 1.2 appliqué avec N = m ; de plus, UF[loge] €

H™ k+2( Q)N H™ k+3 2(Q1) et uf,;[loge] € H™P27F(Q;) ;

— Flloge] désigne un polynéme en loge de degré inférieur ou égal d k dont les coef-
ficients sont des combinaisons linéaire des coefficients de singularité c° n—h—1

s ] ,
j €40,...m

— k}, issus des décompositions en parties réquliere-singuliére des fonc-

tions u?, ..., u?‘k_l ;

— le reste r?* vérifie le probléme

—aAr? = a"Agl + O("loge]) dans i,
—Arl, = TIAGT — T 1otur  Hlog €]
—e"dZul(log €] + €"Aql", dans QE,
Tei = Tée surly, (1.30)
adyrly = =0, — "Tlad,ul, [loge] sur Ty,
Oyr? = 0 surly,
Tee = 0 surly.
et on a l’estimation, pour n € {1,...,m — 2} (m > 3),
7™ |10 = O (en+%[1og e]) . (1.31)
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1.2. PROBLEME DE TRANSMISSION AVEC COUCHE MINCE

Démonstration. On procede par récurrence sur n € {1,...,m}.

L’ordre 1 a été traité précédemment. Supposons n > 1 et le développement vrai au rang
n—1.

Pour tout j,k € {0,...,m}, les ©»* sont construits indépendamment de la récurrence &
'aide des profils ¢/, des singularités s/, de la fonction de troncature y; et du lemme 1.2 ils
sont C*° & support compact dans €.

Le terme u!' '[loge] est construit par hypothése et admet la décomposition en partie
réguliere-singuliere suivante :

m—(n—1)
“Hloge] = Upgg. 1[log €] + Z c?_l [log €]x1(r)s’(r, ),
§=0

avec Upey loge] € H™2=(=1(Q). Les coefficients c;-l_l [log €] nécessaires aux seconds membres

des problemes (1.28) et (1.29) sont donc obtenus & 'aide de cette décomposition.

Commencons par construire Ul'[loge] a 'aide du probleme (1.28). Tous les termes du
second membre de 1’équation différentielle (1.28) sont suffisamment réguliers par rapport a
Y pour que 'on puisse l'intégrer et ainsi construire U'[log €].

La contribution en x a Ul'[loge| est portée par les termes du type O uregl[log ellr, (au

travers des seconds membres 92U 2[loge] € H™™ nt3 2(Ty) et &,uregl[log €]) dont le moins

régulier est d,ul. -[log €] qui appartient & H™~ nt+3 2(I'y) ; on en déduit que

reg, 1[
UM[loge] € H™ "+ 2(Ty) N H™ "2 (QL),

La régularité de U”[loge] étant la méme dans I'; et Q! car les U¥[loge] sont construits &
partir des Gyufegli [log €]|r, étendus & Q! par produit avec des fonctions réguliéres en Y sur un
repere cartésien.

Construisons maintenant u]'[log €] a 'aide du probleme (1.29). Pour cela, il suffit de s’as-
surer que le second membre de (1.29) est bien défini pour k = n et admet bien la régularité
nécessaire. D’apres ce que l'on vient de voir, U'[loge] € H "“"*g(l}), le second membre de
(1.29) est donc assez régulier pour qu’il admette une solution, on a ainsi construit u'. Ce
dernier admet la décomposition en parties réguliére singuliere suivante :

m—n
= regl1oge + Z c; [log €]x18”(r, 0),

u
7=0
avec upo,i[loge] € H™27m(Q;).
Nous pouvons alors redéfinir le coefficient ¢*[loge] — pour k € {0,...,m —n} — comme

combinaison linéaire du précédent coefficient c*[loge] donné par I’hypothése de récurrence
et du coefficient ¢} obtenu par la décomposition en parties réguliere-singuliere de v"[log €]
ci-dessus. Pour k € {m —n,...,m}, le coefficient c*[log €] reste inchangé.

Ainsi, nous pouvons définir le reste d’ordre n a 'aide de la formule (1.27) comme étant :

n—1
e ZE logd + Y 3t log s [(q{v _ Sk) (729) + gk (“”y)H ;
€ € €

k=0
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ou encore

. . m—n 1, n r €T y n n
" [log €] = uyeq[log €] + Z €2+]Cj [log €]x1 {qf“ <€,9> + gk (e’ eﬂ = u"[loge] + g,
j=0

m—n

_ n 14y k N\ (T k(LT Y
avec q; = ;ﬂ cjlloge]xie [(qi - ) (6,0 T\ o))
De la méme facon que 'on a déterminé les seconds membres du reste a ’ordre 1, on en
déduit que r]" vérifie :

—alrf; = ac"Agl;+ O(e"[logd) dans O,
“Arge = @THAGT - Tl Ogu logd

—e"dZul(log €] + €"Ag!", dans Qf,

7“21 = 7“26 sur I';,
adyrly = =0, — "lad,ull, i[log e sur Ty,
oyr? = Osurly,
Tee = Osurl§g.

L’estimation du théoréme 1.3 et le lemme 1.2 nous donnent alors
[72]11,0c = O(e"[log €]).

Reste & montrer que 'on a (1.31). Pour cela, on procéde comme pour le théoréme 1.2,

supposons que nous avons construit le développement jusqu’a I'ordre n 4+ 2 et donc 772 avec
Pestimation 7772 = Op1(q,)(¢"™1). On peut alors écrire
7’? — 7,.?4’2 + €n+2ﬂn+2 + 6n+lﬁn+17
oll
m! r (T Y
~1 ! Ly 2
lloge] = ulllog e + 3 e elflo bt [af (£.6) +af (£ 2)].
§=0
On a vu lors de la construction du terme de rang 1 que
. . r . €T
2t q (,9) +|l¢? (’y) ~ [log€].
€ 1, € €/ 1,08
Par ailleurs, on a ||uf“eg,i||1,ﬂi ~ [log €] et, comme au rang 1, on peut montrer que
1
!
||ureg,e 1,0 = %[log 6]'
On en déduit alors que
1
I = I, = €"*Z[log].
O
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DE TYPE ROBIN ET DE TRANSMISSION

Remarque : Le théoréeme 1.4 est aussi valable pour le probleme de transmission suivant :

—aAuf = f; dans
Aui = fo dans (),
ui = wufsurlly,
(1.32)
adyui = —0oyug sur I'y,
oyut = 0sur [y,
u® = O0sur Iy,

[¢]
ot le domaine Q¢ = € U Q¢ est défini sur la figure 1.5, Tg = Ty U2 UTS UTS et d,uf et
Oyuf désignent les dérivées normales extérieures a 2; et Qf de u®.

Iy ke QF e |
I

FIGURE 1.5 — Domaine du probléme de transmission.

Les seules différences entre ces deux problémes sont les conditions de bords sur F}i’e =T2¢
et Fg’e = I'3€ qui sont de type Neumann pour le probléme (1.16) et Dirichlet pour (1.32). Les
profils associés different alors naturellement de la méme fagon sur F(li’l = I'2! mais admettent
des comportements a l'infini identiques.

1.3 Comparaison des probleémes avec condition d’im-
pédance de type Robin et de transmission

Il s’agit ici d’effectuer la comparaison des deux solutions sur leur domaine commun : €.
Nous notons, comme précédemment, u¢ la solution du probléme de transmission et v¢ celle
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du probleme d’impédance. Sur €2;, on a pour € — 0,

uf = ulhgy + P (r)ea? (1,6) + eulllog ) + eul + Opp (e log )
et
r 3
v = il + iVl (£0) + eobllogel + ot + O (e¥flog )
Comme u) et v¥ vérifient les problémes (1.3) et (1.19) (pour n = 0) qui sont identiques,
on peut en déduire qu’il sont égaux ainsi que leurs parties régulieres : u?ng = v?eg — et leurs

coefficients de singularité : ¢ = d%. Par ailleurs, on a une solution explicite au probléme
(1.23) vérifié par U}, :
Ul = _aaVul("]eg i(y + 1)

Comme on vient de voir que u?egl et vreg sont égaux on en dedult que vy = u ; puisqu’ils
vérifient (1.8) et (1.25) qui sont du coup identiques. Par contre vgp et ul o,i sont a priori dif-
férents du fait que les seconds membres des équations (1.7) et (1.24) qu 1ls resolvent le sont
aussi. Précisons, comme Ué’e = 0, la seule différence provient de celle entre ©%! et goi !, Cette

derniére est issue de la différence entre p¥ et ¢f.

1

D’aprés la décomposition sur/sous-variationnelle des profils p! (voir (4.17)) et ¢’ (voir
(4.29)), on a,

P = 5% + xo ( 0(1) 4 0(1) *1) +XOOL2(Q;X;) (7’7% logr> )
et qio _ O + X0 (p?(l) + dO(l)Sfl) + XOOLQ(Q?O) (’I”i% log 7‘) .

La principale différence entre les deux est donc due & la différence des constantes ¢°) et ¢°1).

Regardons maintenant les normes L? et H' de la différence des solutions de transmission
et d’impédance. En utilisant les remarques ci-dessus, on aboutit a

v¢ —uf = Vexa(r) (pr - ql> ( 9) +e( u ) (r,0)[loge] + Oy (ez[loge])

Commencons par la norme L?. La troncature fait que nous n’avons pas & nous préoccuper de
ce qui se passe pres de 'origine. On a, en effectuant le changement de variables (r,0) = (eR, 0)
et en notant Rg, le rayon du demi-disque €2,

[ V=) (o)

Comme, a priori, ®1) £ d°D) on a lorsque R — 400,

(8 = af) (00| ~ =

2
rdrdf = ¢ / / 0 _ g0 R,e)] RARAS.

d’ou, lorsque € — 0,

1
/ / L) RH)‘ RARA6 ~ —,
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/Rgi /7r
0 0

o = ufllo.y < ellog — uhslogullog e + |0 = D] O(e) + Opz(oy) (e2llog ) . (1.33)

et donc
2

rdrdf ~ e.

(»? - ") (:ﬁ)

On en déduit que

Remarque : Si on a ) = ¢°1) alors lorsque R — 400,
(o - ) (2.0)| ~ .
R2

En majorant alors e ! R, par +oo dans les intégrales ci-dessus, on aboutirait alors a

avec ||p? — inHOvQ?O finie. Autrement dit, le terme ‘co(l) - do(l)’ O(e) disparait de (1.33) pour

,
() (m - of) (6, 9) HO S ClIpe = gllogp=”,

aller dans le Or2(q) (e% log e) des que @M = %) ce qui justifie de le noter ainsi.

Passons & la semi-norme H'; de la méme facon on a

G- (2o, = [ Ll =) (50)

R Ge-a) (20

_ /OR“i /07r %al -y (:9> " rdrdo
L) (2o)

Rq, )

- ‘ —0r (" —¢°) (R,0

/0 /OGR(p q)( )
Rq,

s

< V(@ = &) 13 -

2
rdrd6é

2
rdrdf

2
rdrdd

2
2 RARAO

2
2 RARA0H

00 ()~ of) (R.6)

Comme V (p? — ¢?) (R, 0) ~ R 2, IV () — ¢f) [|§ g est bien finie et on en déduit que

Loy < OVel[VP? — )

[0 —uf

0,00 + Opi(q) (€[loge]).
Finalement, pour la norme L, on a
[0 = ufloo,0n < CVellD? — o902 + OLos (o) (e[loge]) -
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En résumé, on a obtenu le théoreme suivant

Théoréme 1.5. Pour fi € H™ () et fo € H™(Q), avec m € N*, a supports compact dans
Qi et QF, les solutions v¢ du probléme d’impédance (1.1) et u¢ du probléme de transmission
(1.16) vérifient :

[[v° = ullo,0; = O(elloge]), (1.34)

L0 = O(Ve) (1.35)

v —
et
[0 = uf || 0,0 = O(Ve). (1.36)

Résultats confirmés numériquement comme on peut le voir sur la figure 1.6. Celle-ci
représente 'évolution des L?, L™ et H' entre les solutions des problémes de transmis-
sion et avec condition d’impédance en fonction de €, en échelle log —log, pour : a = 2,
fi = sin ([RQi — r]2) y3 et fo = 0. Comme on peut le voir, les pentes obtenues sont proches

des attentes théoriques : 1 pour I'erreur L? et 0.5 pour les erreurs L™ et H'.

Remarques :

— Concernant la régularité nécessaire a l'obtention de l’estimation en norme L°°, on
pourra se reporter a la remarque suivant le théoreme 1.1.

— Si par hasard on a ®N) = @°(1) dans (4.17) et (4.29), alors ’estimation (1.34) devient
3
o = lo.0, = O (€2 [log]) -

[ = [ 0

R
~

g — v [0 .
220 Pente=0.5061 o / |

24 Pente=0.9554

_26 I I I I I I
-16 -15 -14 -13 -12 -11 -1 -09 -08

log e

FIGURE 1.6 — Evolution des erreurs entre problémes de transmission et et avec condition
d’impédance en fonction de € pour a = 2.
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1.4 Probléme d’impédance avec condition de Vent-
cel

Il s’agit ici, pour 8 > 0, d’étudier et d’effectuer le développement asymptotique de vg,
solution du probleme :

—aAv/g = fi dans €,
8,,1);3 = 0sur 'y,

(1.37)
vg + eoz&,vg — 625(937); = Osurly,

vg = OsurIg, Oet A

ol §2; est le méme demi-disque que précédemment et les points O et A sont définis comme
sur la figure 1.7.

FIGURE 1.7 — Domaine du probléme avec condition d’impédance de type Ventcel

Comme mentionné en introduction de chapitre, un probléme similaire a déja été étudié
dans [6]. La principale différence avec le probleme étudié ici réside dans les conditions de
bords considérées. En effet, dans [6], on a le couple de conditions Dirichlet-Ventcel tandis que
nous avons le trio Dirichlet-Neumann-Ventcel. Une condition de Ventcel fait apparaitre des
termes ponctuels dans les formulations variationnelles aux extrémités des bords concernés.
Or dans le cas d’une condition de Dirichlet, ces termes ponctuels disparaissent naturellement
tandis que non pour une condition de Neumann ; cela impose de fait une difficulté supplé-
mentaire a traiter.

1.4.1 Existence et unicité des solutions au probléme
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On s’intéresse ici — pour € > 0 fixé — aux problémes de la forme :
—aAv = f dans ),
o,v = 0Osurly,

(1.38)
v+ ead,v — 2302 = gsur Iy,

v = OsurIg, Oet A,

ou le domaine €; est encore le domaine représenté sur la figure 1.1.

La formulation variationnelle associée a (1.38) est :
a(v,w) = L(w),
ol

a(v,w) = a/Q' Vv - Vw + %/ vw + € - 0-v0-w — [0;v(A)w(A) — ;v(0)w(0)],

1
:/ fw—i—f/ guw.
Qi € Iy

On voit ici apparaitre dans a les termes ponctuels mentionnés plus haut. Les termes
intégraux invitent & poser le probléme sur un domaine contenant a la fois H(€;) et HY(T);
mais tel quel, les termes ponctuels font que le probleme est mal posé, il faut donc les évacuer.
Le moyen naturel est de considérer des conditions de Dirichlet ponctuelles : v(A) = v(O) = 0.
C’est pourquoi ce probléme n’approche pas le probleme de transmission (1.16) — qui n’a
aucune raison a priori de vérifier de telles conditions ponctuelles —, mais le probléme de
transmission (1.32) qui les vérifient naturellement. On pose donc

et

V= {we H () : y(w) € H(T,), w(A) = w(0) =0},
ou yo(w) désigne la trace de w et muni de la norme

S = 117 0 + -1 -

Il est toutefois légitime de se poser la question du caractere bien défini de conditions ponc-
tuelles dans H'. Comme nous sommes en particulier dans H'(T'y) et que ce dernier s’injecte
dans C(I'y), on en déduit qu’il y a bien un sens a poser des conditions sur O et A.

Sur V, la forme bilinéaire a devient
vw—a/ Vv - Vw4 — /vw—i—eﬁ 8118710
Comme € < 1, on a pour tout w € V,
a(w,w) > min(1, o, ¢8) [Vl o, + [w]r, + |VwlEr,).
L’inégalité de Poincaré-Friedrichs obtenue dans le corollaire A.1 du théoreme A.1 nous
permet alors de montrer que a est coercive sur V avec une constante de coercivité dépendante

de € :
min(1, a, ef)|Jw[|} < a(w, w).
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Par ailleurs, par inégalités de Cauchy-Schwarz et de trace, on obtient la continuité de L :
pour tout w € H(€Y),

1
Lw) £ € (Iflzz@y + ol ) lollin oy,

Le théoréme de Lax-Milgram nous donne alors I'existence et 1'unicité d’une solution & (1.38)
et I'inégalité de coercivité implique

C 1
5 (10 + tlallzace)-

R —
lwlly < min(1, a, €

On a ainsi obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 1.6. Soient f € L?(), g € L*(Iy), a € RY. et B € Ry. Alors le probléme (1.38)
admet une unique solution v € V qui vérifie

1
Jvlly < m HfHL2(Qi) + EHQHLQ(D) )
ou C > 0, constante indépendante de €, et
V= {we HY () : y(w) € H(T,), w(A) = w(0) =0},

avec yo(w) trace de w.

Remarque : On peut aussi travailler dans V sans les conditions de Dirichlet ponctuelles
v(A) = v(0) = 0. Cela peut alors se traiter de deux fagons :
— en ajoutant des conditions de Neumann ponctuelles 9;v(0) = 9,v(A) = 0 dans (1.38) ;
— en ajoutant des conditions de Robin ponctuelles v(0)+v10,v(0) = v(A)+7120-v(A) =0
dans (1.38), ce qui se traduit par la présence de termes de la forme 7,v(O)w(O) et
Y2v(A)w(A) dans la forme bilinéaire a.

Bien que les conditions de Dirichlet ponctuelles soient naturelles dans le cas du probleme
de transmission (1.32) (conditions de Dirichlet sur les bords de la couche) ; dans le cas du pro-
bleme (1.16) (conditions de Neumann sur les bords de la couche), 'existence d’une naturelle
héritée du probleme de transmission n’est pas claire.

1.4.2 Premiers termes du développement

Profils du probléme avec condition d’impédance de type Ventcel

Les profils p{, 3 du probléeme avec condition d’impédance de type Ventcel sont solutions

de )
alp] 5 = 0 dans O,

&,p{,ﬁ = Osur I'Y,

p{,ﬂ + a@l,p{,ﬁ — ﬁ@Zp{,ﬁ = 0sur 'Y,
15(0) = 0
pvﬁ I

pf,,ﬁ ~ §J lorsque r — 400,
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> 0 T

FIGURE 1.8 — Domaine des profils du probleme avec condition d’impédance de type Ventcel

ou ° =R x R et I'° et I'Y° sont définis comme sur la figure 4.1.

Encore une fois, dans cette partie, c’est leur comportement a I'infini qui nous intéressera.
Celui-ci est connu du fait qu’ils admettent une décomposition sous la forme suivante :

N
pls=5+x0) s+ PPV,
n=1

ou s/, pf,% et xoPJ™V appartiennent &

L
SMNF) = {w s w(r,0) =1 loghry(6), W GC“([O,W])},

=0

1 1 1
avecN2j+1et,respectivement,)\zi—l—j,)\:§+j—net)\:§+j—N+1.

Pour plus de détails sur les p",% et ngN , on se reportera au chapitre 4 section 4.3 ou ils sont
définis comme étant les solutions des problemes (4.32), (4.34) et (4.35) et étudiés précisément.

Nous utiliserons en particulier le fait que, comme pour le profil du probleéme avec condition
d’impédance de type Robin,

pg’ﬁ =5+ xo (pg(l) + cg(l)sfl) + X00r2(0) (7*% log r) , (1.39)

avec cg)(l) ceRet

11 0 0
o1y _ ., - - o v : v
P =ag 7 |:(7T 0) cos (2) + log r sin (2)} .

™

Développement

Supposons que fi € H™(;) avec m > 1, a support compact dans €. Puis injectons
I'expression vj = Z €"vi dans (1.37), on obtient alors, pour tout n € N,
n>0
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—aAvg = 4 fi dans €},
8va = Osur Iy,

v = —a&,vgfl + 5830272 sur T'y,

vg = Osurlyg, O et A.

avec la convention 8Vvﬁ_1 = 831)6_1 = 831)52 =0.

Rang 0 : fug doit étre solution de

o4

—aAvg = fi dans §,
&,vg = O sur Iy,

vg = OsurlTy,

vg = OsurI'§,0 et A.

On retrouve le probléme (1.3) : les termes de rang 0 des problémes avec conditions
d’impédances de Robin et Ventcel sont donc identiques. On peut alors écrire la décom-
position en parties réguliere-singuliere de vg :

m
) = 18 e + 00 Y ST (L), (1.40)
’ X €
J=0
ot v € H™T2()
ﬂ7reg 1 '

Les conditions de Dirichlet en O et A sont bien vérifiées par fug. En effet, s7 étant
continue et nulle sur I'y, on en déduit que vg reg doit aussi ’étre. Par ailleurs, Ug reg €
H™*2(Q) implique que vgJeg est continue sur I'y et vérifie les conditions de Dirichlet
en O et A.

Comme pour les deux cas précédents, la singularité est remplacée par le profil pf] 3
associé au probleme (voir section 4.3.6 pour 'essentiel des résultats). On pose alors

_ N o lyig (T
vg = vg’reg + x1(r) Zc?eﬁjp{,ﬂ <€,9> = vg + Y,
j=0

m 1, . . r
avec pf = x1(r) Y _ cJez (pffﬁ — s]) (6,0).
=0

Le reste défini comme ¥ = v — f)% vérifie alors

—aAr? = aAp? dans O,
0,r? = Osur Iy,
(1.41)
10+ eadyr? + 2p02r0 = —ﬁa&,vg,reg + 625837)27@; sur I';
0 = 0surI'S,0 et A.
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On remarque ici que pour que le probléme soit bien posé, il suffit que 8$vg’reg € L3(T,).
Une condition suffisante est m > 1; on a ainsi v%reg € H3() (régularité non optimale).
Le développement du probléeme d’impédance avec condition de type Ventcel demande
donc plus de régularité que dans le cas d’une condition de type Robin.

Le lemme 1.1 est encore valable avec pf, 3 a la place de pl. Plutot que de le réécrire
nous nous référerons donc directement a ce dernier. Il nous permet d’obtenir que

m

Ap? =€ Z c?cpj’l[log €]+ OL2(Qi)(€2 [log€]). L’estimation du théoréme 1.6 nous permet
§=0

alors d’obtenir :

C

m
0 2.0 011, 4,1
min(l, a, 65) HaVUB,I‘EgHO:Fv + 6Ha‘rv,@,regHOIV te Z |Cj|H(P] H07Qi [10g 6]

J=0

[Py <

+0(e?[log e]))
= O(eY).

Cette estimation ne s’avére pas satisfaisante en I’état puisque le reste ne tend pas vers
0 a priori. Cependant, de la méme facon que dans le cas du probléme avec condition
d’impédance de type Robin (voir remarque suivant le théoreme 1.7), on peut montrer
grace a l'estimation des restes de rangs supérieurs que :

lrellv < Cellog ).

Toutefois, contrairement au cas du probléme avec condition d’impédance de type Ro-
bin, la seule estimation du reste de rang 1 ne suffit pas.

Rang 1 : A linstar des deux développements précédents, le découplage en parties réguliére-
singuliére du terme de rang 0 puis le remplacement des singularités par les profils
invitent a poser deux problémes au rang 1 afin de bien identifier les contributions de
la partie réguliere et des profils. On pose v};#}[log €] et v/é,r les solutions des systemes

suivants :
- Avé,r = 0 dans (),
Avg floge] = > ¢! loge] dans €,
' j=o0 8,,vé7r = 0O sur Iy,
Gyvé’@[log €] = Osurly, vé’r = —aal,vg,reg sur 'y,
véw[log €] = OsurI'yUTY, v[lg,r = Osur I'§.

1
Comme v27reg € H™2(Q;) on a ayvg’reg € H™T3(9€;). Par ailleurs, les autres seconds
membres sont clairement C*°. Cela justifie I'existence et 'unicité d’une solution & cha-
cun des problemes ci-dessus avec, de plus, une décomposition en parties réguliere et
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singuliére. On note alors
oh = uh floge] + o,

la solution de

m
Avé = Z I Hlog €] dans €,
a,jv}_} = Osur Iy, (1.42)
vé = —a@,,vg’reg sur I'y,
vé = OsurIy.

1
Comme 8,,112 € H™*2(T'y), on peut aussi écrire

,reg

m—

1 T
vg = vﬂ reg T X1(7 Z (loge) e2ﬂsJ (e’ 9) , (1.43)
ol U/la,reg € HmH () et cjl» (log €) est une constante dépendant de loge. On remarquera

ici que le développement consomme un cran de régularité pour passer du rang 0 au
rang 1 mais que pour passer du rang n a rang n + 1, pour n > 1, il en consommera
deux (& cause de la dérivée tangentielle seconde qui n’est pas encore apparue).

On pose

m—1
= threg +10) 3 chloge)ed Il 5 (L,6) = of+ 5l
j=0

m—1
ot p! = x1(r Z cj(loge) e2+] (pV”B — sj) (Z,H) et
7=0

1_,e ~0_ _~1_ _0_ _~1
'I"e = U,B UB E’Uﬂ = 7"6 €Uﬂ.

Ce dernier vérifie

—aArl = ecaAp! dans O,
81,7'61 = O sur Iy,
rl +ead,rl — 2po2rl = ezﬁﬁfvgmg — ezaal,véxeg + 636631)%7“% sur I'y,
rl = 0surT§, Oet A.

(1.44)

Comme les seconds membres trouvés sur I'y, I'§, O et A ne sont pas forcément évidents,
nous allons les détailler. Sur I'y, comme p9,7 st a@,,p?,, 5= 562;;37 5 =0, on en déduit que
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1
1“61 + eaayrel — 62,3872_7‘61 = 7“8 + 6058,,7“2 — 625831“8 —€ Vg reg +ea8,,vé7reg — 626831)}37%
~——"

:—a&,vﬂ rog

— 2852,,0 2 1 3892,1
= € P07V r0q — € QOLVG 1oy + € LOTVG g

On remarquera que la non apparition de la dérivée tangentielle seconde dans le pro-
bleme (1.42) — lequel définit vé — fait que l'on a la présence d’un terme de rang
0: 821)5 reg» dans la condition sur I'y du probleme (1.44) ci-dessus. Etant cependant
d’ordre 2 — i.e. multiplié par €2 —, elle n’apparaitra qu’au rang 2 et sera donc traitée
a ce moment-la.

Enfin, pour I'G, O et A, comme 8,,vg7mg est continue sur I'y, UT (c{),,v%rcg c H™F3 (0€)
avec m > 1) et nulle sur I';), on en déduit que 8va’reg(0) = 0. Par ailleurs, les singulari-
tés s7 étant nulles sur I'y et donc en O, on déduit de la décomposition en parties réguliere
singuliere (1.43) de vé et du probléme (1.42) que l'on a v/é’reg(O) = —a&,v%reg(O) =0.
De plus, ayant pf,ﬁ(O) = 0, on en déduit que ﬁé(O) = 0 et par conséquent, r}(0) =
r2(0) — 65}3(0) =0 au vu du probléme (1.41) vérifié par 7.

De méme, comme vé reg € H m+1(Q ), v}} reg €St continue sur I'g et puisque vé,reg = v}j
sur I'g on a vﬁ reg(A) = 0 et donc r L(A)=0.

Réutilisant le lemme 1.1 et 'estimation du théoréme 1.1, on aboutit a

C m—1 .
Irily < = | €l0thegllor, +€ Y lejllle”! o lloge + O (€*[log ]
min(1, «, €f3) = J ( )

= O(1).

Comme on peut le voir dans la remarque suivant le théoreme 1.7, on peut en fait
montrer
Irellv < Ce?llog .

On a donc, au rang 1 du développement asymptotique,

r
v = v%reg + COX1(r)ﬁp8”3 (6, 9) + ev}w[log €|+ G'l)é’r + Oy (€*[log €]).

1.4.3 Développement a ordre n

Théoréme 1.7. Soit m € N*. La solution du probléme (1.37) pour fi € H™(§%) admet pour
développement asymptotique a l'ordre n € {1,...,m} :

n

n—1
Z vﬁ [log €] + x1(r) Z e’”%ck[log € (pﬁﬂ — sk) (Z,H) + 77, (1.45)
k=0 k=0
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ou :
— pour k € {0,...,n}, vg[log €| est un polynome en loge de degré inférieur ou égal a k
solution de

_AUE loge] = f*lloge] dans ,
auvlé loge] = 0 surly,
(1.46)
Ulé [IOg 6] - _aal’vﬁ reg [log 6] + 682115 reg [log E] sur I'y,
UIE [loge] = 0surlq, O et A.

. —1 2 2 _
avec les conventions 8Vvﬁ7reg 19} vﬁ reg =9 vﬁ reg =0 et

fi si k=0,

fFlogel =< m—(k—1) ‘
Z c;?_lgoj’k[loge] sinon,
=0

ot les P [log €] proviennent du lemme 1.1 appliqué avec N = m ; de plus, vg,reg[log €| €
Hm+2—k(Qi) ;

— cFlloge] désigne un polynéme en loge de degré inférieur ou égal d k dont les ckoe{—
ek

ficients sont des combinaisons linéaire des coefficients de singularité c],...,cj ,
j € {0,....,m — k}, issus des décompositions en parties réguliére-singuliére des fonc-
tions 00, ..., " k-1,
— le reste v vérifie le probléme
—aAr? = ae"Apl + OLz(Qi)(e”‘H[log €]) dans i,
orl = 0 surly,
T+ ed,rl — 2B02rn = e”*lﬁa%ﬁ reglog el — "Tlad,vg . [loge] (1.47)
+" 2 BO207  glloge] sur Ty,
rg = 0surT§, O etA;
et on a l’estimation, pour n € {1,...,m —1} (m > 2),
Iy = O (& [log]) (1.48)

Remarques : La démonstration étant quasiment identique a celle du théoreme 1.2, nous ne
la reproduirons pas. Il convient toutefois de faire quelques remarques afin de souligner les
différences.

— Comme nous ne ’avons pas vu a l'ordre 1, notons que, a partir du rang 2, le terme
82115 reg [loge] de (1.46) n’est plus nul mais qu’il a cependant la méme régularité que

81,115 regllog €] : il appartient a H™™ k+3 (€24) ; le second membre de (1.46) est donc assez
régulier pour définir vg log €].
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— Comme nous ’avons vu, I’estimation a priori du reste d’ordre n est d’ordre €”~!. Pour
obtenir une estimation a posteriori d’ordre €"*1, il faut appliquer la méme stratégie que
dans la démonstration du théoréme 1.2 : supposer que nous avons construit le dévelop-
pement jusqu’a l'ordre n+2 et donc r""2 avec 'estimation 72 = Oy (q,) (" [loge]) ;
on écrit alors

n __ T?+2 4 6n+21~)n+2 + €n+11~)n+1;

re =

des estimations similaires a celles de la démonstration du théoréme 1.2 nous donnent

alors
re =0 (e"+1[log e}) .

€

1.5 Comparaison des problemes avec condition d’im-
pédance de type Ventcel et de transmission

Le probleme de transmission qu’est censé approcher le probléeme avec condition d’impé-
dance de type Ventcel est le probleme (1.32). On a

r 3
UG = 0 reg + X1 (1) VeD (e’ 0) + evp [log €] + evg, + O (62 [log e])

r
uf = U?eg,i + dx1(r)Veq? (e’ 9) + 6ui,7i[log €|+ 6“3,1 +0 (e% [log e]) .

Les mémes arguments et calculs que dans le cas du probléme avec condition d’impédance
de type Robin nous permettent d’obtenir que

3
0 — ullogs < €llvh, — uflloologe + Op2 (€2 log ])

et

v — ufllen < CVElV(pe s — a)logpe + Or2 (elloge]) .

En résumé, nous avons obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 1.8. Pour fi € H™ () et fo € H™(QF), avec m € N aussi grand que nécessaire,
a supports compact dans (Y et (2. Les solutions vy du probleme d’impédance (1.37) et u® du
probléme de transmission (1.32) vérifient :

I — ufllog, = O(ellog e]), (1.49)
Il = uflle = O(Ve) (1.50)

et
105 — 15 [ oo, = O(VE). (1.51)
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1.5. COMPARAISON DES PROBLEMES AVEC CONDITION D’IMPEDANCE
DE TYPE VENTCEL ET DE TRANSMISSION

Remarques :

— Concernant la régularité nécessaire a I'obtention de l’estimation en norme L°°, on
pourra se reporter a la remarque suivant le théoreme 1.1.

— Si par hasard on a cg(l) = d°M) dans (1.39) et (4.29), alors I'estimation (1.49) devient

3
0 — i lo.0, = O (€2 [logd]) .
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Chapitre 2

Conditions d’impédance modifiées

Ce chapitre a pour vocation de proposer quelques moyens de contrecarrer la dégradation
de la vitesse de convergence entre solutions des problemes d’impédance et de transmission.
Nous avons vu en effet dans les théoremes 1.5 et 1.8 que cette convergence était d’ordre €
pour lerreur L? et /e pour les erreurs H! et L™ alors que, dans le cas régulier — d’aprés
[34] —, elle est d’ordre €2 (voire €3 lorsque la courbure de la couche mince est nulle) & la fois
pour Uerreur L? et I'erreur H'.

Une premiere partie aura pour objectif de retourner sur les origines de cette perte de
convergence et de proposer des méthodes alternatives visant & combler I’écart s’étant creusé
entre cas régulier et non régulier. Deux approches seront distinguées : la correction de 'erreur
L? et la correction des erreurs L™ et H'.

La correction de I'erreur L? s’effectuera selon deux moyens. Le premier consiste en I'utili-
sation d’une condition d’impédance — multi-échelle — a coefficient variable a, en lieu et place
de «a. La fonction a, est affine par morceaux, constante égale a o & partir d’'un certain rang;
nous verrons que notre objectif sera de déterminer & quel moment «, doit devenir constante
afin d’améliorer erreur L2. Le second moyen consiste en I'utilisation d’une condition d’im-
pédance de type Ventcel. Celle-ci, contrairement a la premiere, n’est pas multi-échelle mais
comporte une dérivée tangentielle seconde précédée d’une constante S. Dans ce cas, notre
objectif sera de déterminer pour quelle(s) valeur(s) de 3 nous pouvons améliorer Ierreur L2
Dans les deux cas, cela nécessitera un travail particulier sur les profils.

La correction des erreurs H' et L™ ne pourra pas s’effectuer selon des conditions d’im-
pédance modifiées, nous devrons donc considérer un autre moyen : approcher la solution du
probléme de transmission par le début de son développement asymptotique. Ceci nécessitera
aussi un travail particulier sur les profils ainsi que la capacité de calculer les coefficients de
singularités de la solution du probléme de transmission

Des propositions émises nait la nécessité de simuler numériquement les profils; une se-
conde partie sera donc consacrée a la satisfaction de ce besoin et a I’établissement de quelques
résultats sur ces profils simulés.

Finalement, forts des résultats préalables, nous étudierons les validités théorique et pra-
tique des méthodes proposées en premiere partie.
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2.1 Introduction : stratégies

2.1.1 ... pour lerreur L?

Origine de ’erreur

Rappelons que l'erreur commise entre les solutions des problemes de transmission et
d’impédance avec condition de Robin pour la norme L? (établie au chapitre 1, page 48) avait
été obtenue en comparant le début de leurs développements asymptotiques :

-
uf = u?egi + d%1 (r)Veq! <e’ 9) + eu;i[log €] + euii + O (e% [log 6])

v = U?eg + A1 (r)Vep? (Z, 9) + 6@30 [log €] + ev} + Opn (6% [log e]) .

Une comparaison terme & terme nous avait alors permis d’aboutir & (en notant que u?,

0 .0 0 1 1 regt
Upeg, € = d° et up; =)

3
o = sl < ellvp = ulllooyllog e + "V = d"D| O(e) + Opz(qy (¢ og ] ),
ott les constantes (°) et d°) sont issues des développements asymptotiques a l'infini des
profils (voir (4.17) et (4.29)).

On peut ici voir que les facteurs limitants sont Hvi - ull olloo; et |0 — @®M)|. Nous avons
déja vu dans la remarque suivant (1.33) que si ®1) = d°) alors le terme

‘CO(I) - dO(l)‘ 0(6)

disparait de I’équation.

Ceci nous pousse & nous concentrer sur l'origine des présences de v}p et ui@ dans les
développements asymptotiques. Ils y apparaissent & cause du remplacement des singularités
par des profils a la premiere étape. En effet, ils sont solutions de problemes ayant des se-
conds membres construits a 'aide des développements & U'infini des profils (voir lemme 1.1).
Plus précisément, étant d’ordre 1 dans les développements asymptotiques des solutions des
problemes de transmission et d’impédance, ils sont associés aux termes d’ordre —1 dans les
développements a 'infini des profils. Puisque ce sont eux que nous utiliserons par la suite,
regardons les premiers termes des développements & I'infini des profils p? et ¢? (voir 4.17 et
4.29) :

P =5"+x0 (pi’“) + 00(1)371) + x00 (7’7% log? r)
. % ="+ xo (p?“) + d0(1)5_1> + x00 (7‘_% log? r) .

On peut observer que la premiére différence a l'infini entre p¥ et ¢ est celle entre les
coefficients du premier ordre (®) et d°). Par ailleurs, les procédés de construction des
seconds membres des problémes définissant vi, et ull ,» ¢tant identiques, on en déduit que c’est
encore la différence entre c®® et d°) qui est en fait le facteur limitant de I'erreur commise. Il
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peut étre « facile » de s’en convaincre en reprenant la démonstration du lemme 1.1 appliquée

a
> dame (v -d) (L.0).
j=0

Si on pouvait donc avoir ®) = d°1) nous gagnerions alors un ordre de vitesse de
convergence :

3
v~ ulloe, = Orz(ay (e2lloge])

Cependant, p? et ¢ sont a priori différents ainsi que A e d°1), Nous proposons donc
de nous intéresser a des problemes d’impédance légerement différents — deux pour étre exact
— mais approchant toujours notre probleme de transmission initial. En effet, en modifiant
la condition d’impédance sur I'. de facon & introduire un parametre supplémentaire, nous
pourrions grace & celui-ci faire en sorte que les coefficients du premier ordre des profils p? et

q AW et d°1) | sojent égaux et alors gagner un ordre de vitesse de convergence.

Premiére stratégie : condition d’impédance de type Robin avec coefficient
variable

La premiere de ces nouvelles conditions d’impédance consiste donc dans la considération
du parametre « dans la condition d’impédance sur I', comme étant non plus une constante
mais une fonction que l'on notera a,. Cette fonction dépend d’un parameétre noté p, sur
lequel on jouera afin d’obtenir c(.)(l) = d°M), La condition sur I, devient alors une condition
multi-échelle et nous avons comme nouveau probleme d’impédance :

—aAvt = f; dans (),

o,v¢ = 0surly, (2.1)

v+ € (m) ot = 0sur Iy,
€

ol a, sera affine sur [0, pe] (valant C, en 0) et constante égale a a sur [pe, +00[ comme on
peut le voir sur la figure 2.1. Nous verrons que le choix pertinent correspond a C, < a.

Qo

Pe p

FIGURE 2.1 — Fonction as,.

Remarque : Des versions plus lisses de la fonction a, pourrait étre envisagées. Toutefois,
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cela augmente le nombre de parametres a déterminer sans, a priori, fournir de meilleurs ré-
sultats. Nous prenons donc a, sous la forme la plus simple possible.

Le probléme (2.8) admet un développement asymptotique du méme type que celui du
probleme d’impédance initial, ceci est mentionné dans la remarque suivant le théoreme 1.2
(page 34). Cependant, les profils associés & ce probléme sont 1égérement différents (bien qu’ils
connaissent eux aussi un développement & 'infini similaire & celui des profils du probléme
d’impédance initial, voir remarque en fin de section 4.1.6 page 147); ils sont définis comme
étant solutions de :

aApl, = 0 dans Qf°,
opl, = OsurIe,
(2.2)
p{. + Oz.@,,pg_ = 0 sur ['{°,
pg. ~ &/ lorsque r — +o0.

En effet, dans la construction des profils intervient la fonction de troncature yo (qui vaut 0
dans un voisinage de l'origine) et rend donc le processus aveugle au fait que a, varie dans le
voisinage de 'origine. Tous les résultats sur les profils d’impédance s’appliquent donc direc-
tement dans ce cas.

Du point de vue numérique, la condition multi-échelle demande que le raffinement du
maillage soit suffisamment important pour la prendre en compte. Cependant, la singularité
du probleme fait qu’un raffinement important est d’ores et déja nécessaire et qu’il n’y a pas
besoin en pratique de raffiner plus pour prendre en compte cette condition multi-échelle.

Deuxiéme stratégie : condition d’impédance de type Ventcel

Cette deuxieéme stratégie opere pour les problémes de transmission du type de (1.32)
et non plus (1.16) (voir remarque suivant le théoréme 1.1 pour la gestion des conditions
ponctuelles). Elle consiste a introduire une dérivée tangentielle seconde dans la condition
(dite alors de Ventcel) sur I', — et que 'on notera dorénavant I'y — puis de jouer sur le
parametre 3 associé. Cette nouvelle condition n’est pas, cette fois-ci, multi-échelle; il s’agit
du probleme (1.37) étudié en section 1.4 que nous rappelons ci-dessous :

—aAv¢ = fi dans ),
o,v¢ = Osur Iy,

V¢ + e, V¢ — 62683115 = Osurl,

v® = Osurly, OetA.

Les profils associés & ce probléme sont les solutions de (4.30) et ont été étudiées au cha-
pitre 4 dans la section 4.3.
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CHAPITRE 2. CONDITIONS D’IMPEDANCE MODIFIEES

Dans les deux cas, il s’agit d'un travail sur les profils. Plus précisément, on veut étre
capable de déterminer numériquement les constantes p, et 8 afin « d’égaliser » les constantes
AW et M) ce qui pose la question de la simulation des profils. Comme cette question se
pose aussi pour la méthode visant & améliorer les erreurs H' et L, nous la traiterons apres
avoir expliqué en quoi consiste cette dernieére.

2.1.2 ... pour les erreurs H' et L™

Les méthodes améliorant l'erreur L? n’améliorent pas a priori les erreurs H' et L™, il
est donc nécessaire d’envisager un autre moyen pour celles-ci.

D’apres le théoréme 1.5, et plus particulierement sa démonstration, les erreurs en normes
H' et L> sont données par :

Loy < Ve[V —¢)

o€ — uf 0,002 + Oppi(qy) (€floge])
et
[0 = uf oo, < CVEIPY — @ lloo .20 + Oroc () (€[log €]) -

Cette fois-ci, les facteurs limitants sont diis & la différence entre p? et ¢ au lieu de la
différence entre les premiers termes de leurs développements. L’idée que l'on a vue pour
améliorer I'erreur L? ne s’applique donc pas ici. Il convient alors d’envisager d’autres facons
d’approcher le probleme de transmission.

Pour cela, rappelons que l'intérét d’approcher la transmission par I'impédance est d’éva-
cuer les problémes engendrés par la couche de taille €; il convient donc de considérer des
problémes dont la géométrie ne dépend pas de €. Si ’on observe le début du développement
asymptotique de u€, solution du probléme de transmission :

T 3
uj = uio,reg + doXl(T)\/EQiO (67 0) + Eui@[log €| + 6uil,r + OHl(Qi) (62 [log 6]) )

on peut constater que les probléemes qui définissent ugreg et ¢ ne dépendent pas de e. L’idée

que nous proposons donc est d’approcher u$ par le début de son développement asymptotique :

0 = g + a0V (£,6) 23)

On a alors immédiatement que
[[uf — will1,0; = Olefloge]) et [lui — willoo,0; = Ofe[loge]), (2.4)

ce qui est meilleur que I"approximation par I'impédance ou simplement par u (Huf—ugreg o, =
O(y/€)). Cela nécessitera cependant de calculer uf,, (ou plutdt uf), ¢f et d. Il suffira ensuite
d’effectuer le changement variable r — e~ !7 sur le ¢! précalculé puis de projeter (ou plaquer)
le résultat sur le domaine de u{,,, — lequel est le domaine intérieur de uf — pour obtenir

i,reg
I'approximation de ce dernier.
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En outre, il y a une économie de temps de calcul : deux problemes a résoudre quel que
soit € contre un probléme par € dans le cas d’un calcul direct ou de 'approximation par
I'impédance.

Nous appellerons cette méthode par la suite : méthode de plaquage des profils.

2.2 Simulation des profils

Que ce soit pour le calcul du p, du probléme d’impédance avec condition de Robin a
coeflicient variable, du 5 du probleme d’impédance avec condition de Ventcel ou parce qu’ils
apparaissent explicitement dans la méthode de plaquage des profils, nous avons vu dans la
section précédente que nous avions besoin de calculer numériquement les profils. La sous-
section ci-dessous présente les méthodes mise en ceuvre a cette fin; nous commencerons par
aborder la démarche commune aux trois types de profils puis nous regarderons leurs spé-
cificités séparément. Nous verrons ensuite dans une seconde sous-section quelques résultats
théoriques et numériques sur ces profils simulés.

2.2.1 Meéthodes de simulation des profils

Démarche commune

Le point commun et premier probleme qui se pose quant a la simulation de ces deux pro-
blémes concerne les domaines sur lesquels ils sont posés : ils sont infinis! Il est bien entendu
impossible pour l'ordinateur de considérer de tels domaines, il faut donc se ramener a des
domaines bornés. Ainsi, le demi plan et la demi bande infinis deviennent un demi disque et
une demi bande finie (comme on peut le voir sur la figure 2.5 plus bas).

Ceci pose le deuxieme probléeme : quelles conditions mettre sur les bords que nous venons
de définir 7 Nous avons opté pour la considération de conditions approchées tenant compte
du comportement a l'infini des profils et donc nécessitant des domaines de grande taille. Ce-
pendant, d’autres moyens les simuler étaient envisageables, notamment par 1'utilisation de
conditions intégro-différentielles. Ces dernieres auraient 'avantage de fournir des conditions
exactes. Par ailleurs, elles ne nécessitent pas a priori de domaines de grandes tailles, ce qui
constitue un autre avantage. Toutefois, elles sont plus difficiles & incorporer a un code élé-
ments finis existant (voir [24]).

Profils du probléme avec condition d’impédance de type Robin
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On veut dans ce paragraphe déterminer un moyen de simuler le profil pg. solution de

ozApg. = 0 dans Qf°,
&,pg. = 0Osur I'°,
0 0 _ [e%S)
pr, + @eOypy, = 0surI'Y°,
0 0 1
Py, ~ § lorsque r — 400,

les cas a, constant et variable étant tous deux a considérer. Pour cela, comme mentionné
plus haut, on commence par tronquer le domaine 2{° en un demi-disque de rayon R comme
on peut le voir sur les figures 2.2 et 2.3.

e
o0 R
Q; Q!
R
0) (0)
I e Ik Ik

FIGURE 2.2 — Domaine de définition des FIGURE 2.3 — Domaine de calcul des profils
profils du probleme avec condition d’impé- du probleme avec condition d’impédance
dance de type Robin de type Robin.

Notons p;, 'approximation de p(r). ; pr, Vérifie un probleme de la forme

alAp,, = 0 dans QF,
Oypr, = OsurIE,

Pro + QeOypr, = 0 sur Ff,

+ condition sur ',

ot la condition sur I'? est a déterminer. Plusieurs options s’offrent & nous, c’est I'objet du
sous-paragraphe suivant.

Condition de bord sur '

La premiére idée consiste a utiliser des conditions de Dirichlet : p,, = s° ou de Neu-
mann : d,p;, = 0,5". Dans ces deux cas, l'existence et I'unicité d’une solution au probléme
(2.5) sont garanties. Cependant, nous pouvons aussi chercher une condition de bord de type

Robin. En effet, nous en savons plus sur ce profil grace a la formule (4.17) rappelée ci-dessous :
o(1) — _3
Pr, = 8"+ X0 (Pg(l) + s 1) + X00L2(0) (7' 2 IOgT) ;
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11 0 0
o1 _ , -~ ~ _ z ; z
R NG {(77 6) cos (2) + log r sin (2” .

Rappelons que xgo est une fonction de troncature nulle proche de l'origine et valant 1
loin ce celle-ci. Comme nous prendrons R grand afin de simuler une condition a ’infini, nous
pourrons considérer que o vaut 1 sur le bord FiR.

Observons ensuite que, sur ',

0 -1

s _ s
9,s" = SR et 9,5 = 3R

L’inconvénient de s~ est qu’il est associé & la constante (®) et d°(V) qui est inconnue. 11
ne fait donc pas un bon candidat a une condition de bord que nous voulons explicite. Pour
I’éliminer, le plus simple est d’utiliser une condition de Robin basée sur 1’égalité ci-dessus.
Nous avons sur I'?,

1 1 1 5
0, * . 0_ 0, *+ 0 0(1) . _+ . 0(1) -3
Ovpy + SRl = {8,,5 + 5R° } + [8,,pr + 5P } + Orz(0) (r 2 logr) :

Comme, toujours sur FiR,
0

1 s
81,30 + ﬁso = E,

et

1 1 0
a0 1+ Lo _ o b ()
PR T et 2 )

nous pouvons alors prendre comme condition de Robin

1
alll‘ S lPre —
p'+2Rp' g

§J+ I <9)
=—+4+a—sin| = |.
7R 2w R2 2

Comme g € L2(T'f?), on a donc existence et unicité de la solution au probléme (2.5) pour

cette condition de Robin. On obtient immédiatement la proposition suivante, laquelle nous
donne les erreurs commises en fonction de R et de la condition choisie :

avec

Proposition 2.1. Soient p!, le profil solution du probléme (2.2) et py, la solution de (2.5).
Si la condition sur T est de type :

Dirichlet : p;, = s°, alors |[py, = pr.ll1 on < Clpr, = s°llorr = Op2rry(log R);

Neumann : 9,p,, = 9,5°, alors ||p?, —pr, HLQiR < C’H&,p?.—("),,sOHOIiR = OLQ(FiR)(R_l log R);

. 1 sY 1 /0
Robin : d,p., + ﬁpr. =g avec g = 7 + QE sin | 3 alors

lpr, = prllior < ClIPE, + 2ROL, — gllorr = Opa(rry (R log R).
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Démonstration. Pour chaque condition, il suffit de calculer I'estimation a priori obtenue a
partir du probléme dont p = p], — p, est solution :

alAp = 0 dans QF,
dyp = OsurI'E

p+aedyp = OsurI'E

+ condition sur I'%.

C’est donc la condition de Robin que nous conserverons. Notons que la condition de
Dirichlet ne fournit pas en réalité une approximation. Nous pouvons maintenant énoncer la
proposition-définition suivante :

Définition 2.1. L’approzimation p,, du profil pg., profil du probléme d’impédance avec condi-
tion de Robin, est définie comme 'unique solution du probléme :

alp,, = 0 dans QF,
dpr, = 0 sur Ff,
Pry + @eOypr, = 0 sur Fﬁ,
Oypr, + L rk
— = sur I
vDre 2Rpr. g i
ol
s0 N 1. <9)
= —+a——=sin| = |;
g R 27‘(‘R% 2

la formulation variationnelle associée d ce probléme est : pour tout v € HY(QF),

Prv 1 _
/QiRvpr.'VU—F — +2R/FiRpr.U—/riRgU-

De plus on a
Hp?. - Pr.”1,QiR = OLZ(FiR)<R_2 log R).

Comparaison de p,, pour différentes conditions de bord et différents R

Des simulations ont été effectuées afin de tester les différentes conditions de bord et de
déterminer un rayon R a partir duquel I'approximation p,, de pg. pourrait étre jugée comme
étant satisfaisante. Comme il est impossible de comparer p,, a pg. numériquement, nous
devons faire autrement.
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Pour cela, prenons Ri, Ry € R tels que Ry < Ra, nous obtenons alors deux domaines
Qft et Q2 (Qf" ¢ Q) sur lesquels nous calculerons les approximations de profils asso-
ciées pr,,1 et pr, 2. Ces deux profils sont calculés a l'aide de la méme condition de bord sur
FiR’“, k € {1,2}. D’apres la proposition 2.1, py, 2 fournit asymptotiquement une meilleure
approximation de pg. que pr, 1. Comparer deux approximations de profils calculées avec des
conditions de bord différentes ne faisant guere sens, il a été préféré de ne pas comparer les dif-
férentes méthodes d’approximations a une approximation de référence (avec Rp trés grand);
ce qui nécessitait par ailleurs de choisir 'une des méthodes a tester.

Par ailleurs, puisque les profils sont définis sur des domaines infinis, 'impact du rayon de
troncature R devrait pouvoir étre considéré comme négligeable. Autrement dit, I’erreur entre
Dro.1 €t pr, 2 (calculée sur QiRl) se doit d’étre la plus petite possible pour que la méthode
d’approximation puisse étre considérée comme bonne outre les erreurs théoriques obtenues
plus haut. Usuellement, nous fixerions Ry et nous observerions la convergence de p, 1 vers
Dr.,2 afin de déterminer pour quelle valeur de R; 'erreur commise est suffisamment petite.
Ici, ce n’est pas le cas. En effet, comme ’erreur ne peut étre calculée que sur QiRl (pro,1 nest
pas défini sur QiR2), nous aurions été obligés de comparer les erreurs entre pr, 1 et pr, o cal-
culées avec des valeurs de R; différentes. Ceci n’étant guere pratique et le but étant de voir
I’évolution de I'erreur entre p;, 1 et p;, 2 pour des rayons R dépassant 150 afin de déterminer
une valeur de R au dela de laquelle nous aurions peu d’intérét a aller, cela n’a pas été fait.
Nous fixons donc R; et faisons varier Ry afin de voir comment ’erreur se dégrade ; ainsi, nous
n’observons pas de convergence dans les tableaux ci-dessous.

Les résultats suivants proviennent de tests effectués avec les parametres ae = o = 0.5, et
R1=150.

Avec une condition de Dirichlet sur I'7*, k € {1,2}, nous avons :

Ry 160 170 180 190 200
erreur relative L2 | 3.16.1072 | 5.85.10~2 | 8.22.10~2 | 1.033.10~! | 1.224.10°!
erreur relative H! | 3.16.1072 | 5.85.102 | 8.22.10~2 | 1.034.10~! | 1.224.10!

Pour Neumann :

Ry 160 170 180 190 200
erreur relative L2 | 2.25.1072 | 4.25.1072 | 6.04.102 | 7.66.10~2 | 9.12.10~2
erreur relative H! | 2.25.1072 | 4.25.1072 | 6.04.102 | 7.6.1072 | 9.12.10~2

Enfin, pour Robin :

Ry 160 170 180 190 200
erreur relative L2 | 3.35.10~° | 6.07.107° | 8.27.107° | 1.007.10~% | 1.161.10~%
erreur relative H! | 3.40.107° | 6.10.10~° | 8.30.107° | 1.009.10~% | 1.162.10~%

Les trois méthodes sont donc de ce point de vue valables. En effet, ’erreur maximale
observée est d’ordre 1071% pour Dirichlet, 1072% pour Neumann et 10~%% pour Robin; la
meilleure est comme prévu celle de Robin. Dans tous les cas il y a trés peu de différence entre
Dro,1 €t pr, 2, par la suite nous simulerons donc notre profil sur Qff avec R = 150.
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Profils du probléme de transmission

Le processus est le méme que ci dessus, on tronque le domaine 2%° en un demi-disque de

rayon R et le domaine Q2° en un pavé de longueur R comme on peut le voir sur les figures
[¢]

2.4 et 2.5. On notera Q¥ = QF U QR TR =TEUTE et T, = TLRUTZL

Tk
R
Q "
o IT
0 I : ‘
FI,R 1-\271 QR 1I‘R
o) n n e
G nleE o
Iy

FIGURE 2.5 — Domaine de calcul des profils

FIGURE 2.4 — Domaine de définitions des du probléeme de transmission.

profils du probléme de transmission.

Notons ¢ approximation de ¢°, définie par un probléeme de la forme
alAg; = 0 dans ,
Age = 0 dans QF,
¢i = gosurly,
adyqi = —0uge sur I'y,
(2.6)
0,q = O0Osurly,

¢e = Osur 'Y,

+  condition sur I'%,

+  condition sur I'%,

oil les conditions sur I' et T2 sont & déterminer.

L’idée étant la méme que pour le profil du probleme d’impédance, allons droit au but.
Comme nous avons (formule (4.29))

_ _3
¢° = s+ x0 (V) + dDsg1) + x002a) (1 logr)
ou

It
4 Dy 0427“/; (m — ) cos 5 + log r sin 5
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et

q =
€ \/5 b
il est clair que nous pouvons reprendre la méme condition de Robin que précédemment sur
rf.
i

o _ _ Yt1

1
i+ 5=4=9,
¢+ 5p4=9

avec

§)+ 1. <9)
= — oO——= S1n | — .
g R 27rR% 2

Reste donc a déterminer une condition sur I'Y¥. Comme nous avons sur I'?

1
0,0 = — g,

R

¥, nous en déduisons que nous pouvons prendre comme

selon le méme principe que sur I’
condition de Robin sur I'Z,

1
0, —q=0.
VQ+2R(]

L’analogue de la proposition 2.1 est aussi valable pour le profil de transmission :

Proposition 2.2. Soient ¢’ le profil solution du probléme (4.18) et q la solution de (2.6). Si
la condition sur T est de type :

Dirichlet : ¢ = s§, alors [|¢° — q||, or < Cll¢° — s§llorr = Op2rry(log R);

Neumann : 9,q = 8,qs(, alors ||¢" — qll1 gr < C||0,q° — 0usllorr = Op2rry(R™"log R);

1 0 1 6
Robin : d,q+ ﬁq = Xqryg avec g = % + aﬁ sin (2>, alors

lq” — qllior <C ( ¢} +2R0,q) — g”O,FiR + llgd + 2R3quHo,F§) = OLZ(FR)(JT2 log R).

De méme, nous avons ’analogue de la proposition-définition 2.1 :

Définition 2.2. L’approzimation q du profil ¢° est définie comme Uunique solution du pro-
bléme :
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ol

30+ 1. (6)
== ta——7xSsim|z);
g R 27I'R% 2

la formulation variationnelle associée @ ce probléme est : pour tout v € V, = {v € H'(QF) :
U|F§ = 0},

o 1 7
/QR(aXQg%ﬂLXQg%)Vq-VUJrﬁ FquwﬂLQR/ngev—/FiRgv-

De plus on a
lq” — qll1,0r = OL?(FR)(}T2 log R).

Profils du probléme avec condition d’impédance de type Ventcel

On veut ici trouver un probleme permettant d’approcher la solution pgﬁ du probleme
suivant :

@Ap?,ﬁ = 0 dans Qf°,
oup) s = Osur Iy,
pgﬁ + a&,pgﬁ - 58319?,”3 = Osur I'Y",
p?,ﬁ = 0Oen O,
pgﬁ ~ sY lorsque 7 — +o00.

Comme précédemment, on tronque le domaine infini en un demi disque de grande taille
(voir figures 2.6 et 2.7) et on note py g 'approximation de p37 5 sur ce domaine.

Iy
= 0
Q2 B
o A

FIGURE 2.7 — Domaine de calcul des profils
du probleme avec condition d’impédance
de type Ventcel tronqué

FIGURE 2.6 — Domaine de définition des
profils du probleme avec condition d’impé-
dance de type Ventcel

A Dinstar des cas précédents, nous prendrons une condition de Robin sur T iR. En effet, les
débuts des développements a 'infini des profils des problémes avec conditions d’impédance
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de types Robin et Ventcel sont identiques :

s =s"+Xo (pvfﬁ) +c"Ws 1) + X00r2(0) (r 2 log 7“)

ou

0(1) _ o(1) _ 11{ _ <9) . (9”
Pyg = DPr 027T\/17 (m — 0) cos 5 + log r sin 5) |

Le point de départ et les processus étant identiques, il en va de méme pour la conclusion :
nous utiliserons comme condition de bord sur T'ft

O + —=poss =
vDv,B 2va,ﬂ =9,

avec

Cependant, la condition de Ventcel introduit une difficulté supplémentaire : elle nous
impose de devoir trouver une condition au point A. Afin d’observer cela, regardons la formu-
lation variationnelle du probléme dont notre approximation p est solution :

aApys = 0dans Qf,
dpyp = OsurIE
Dv.g + a0ypy g — Bafpvﬁ = 0 sur Fff,
pvg = 0OenO,
Oupy,3 + ipv,ﬁ = gsw I'f.
2R

Pour tout v € V, = {v € H*(Q) N H'(T'E) /v(0) =0}, on a

: - 2 & _
a/QiRva VU‘*'/ngv,ﬁU B/l“g%anV”Bv+QR/l“va’ﬁv_a/riRgv'

Ce qui devient & I'aide d’une intégration par parties sur T'Z :
«@
@ f Vpo V0t [ peso 8 [ Orpusien = 0rpus (AN + 5 [ pesv=a [ g,
puisque v € Vy et donc v(O) = 0.
Nous voyons donc que la condition de Ventcel fait apparaitre dans la formulation varia-
tionnelle un terme ponctuel : —50;py g(A)v(A), qui fait que le probleme est mal posé. Nous

sommes donc contraints d’ajouter une condition ponctuelle en A afin d’éliminer ce terme, la
encore, plusieurs choix s’offrent & nous.
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Conditions ponctuelles en A

Puisque on veut p& g~ s lorsque r — +o00 et que SO|F‘I,{ = 0, trois possibilités s’offrent &
nous, une condition ponctuelle de :

Dirichlet, p,3(A) =0;
Neumann, 9,p,s(A) =0;

1
Robin, 9,p,3(A) + ﬁpv,g(A) = ¢g(A) qui est en fait un prolongement de la condition de
Robin sur I'f & A.

Ces trois conditions sont & mettre en lien avec la condition utilisée sur I'* mais pas
forcément en correspondance : nous utiliserons comme précédemment la condition de Robin
sur I'? et les trois conditions ci-dessus peuvent fonctionner avec. Les deux premiéres font
disparaitre le terme ponctuel. Avec la troisiéme il devient :

B
+opPus(A)u(A),
et devrait alors apparaitre au second membre un autre terme ponctuel :
+9(A)v(A).

Le probléme est alors bien posé sur I’espace variationnel V, = {w € HY(Qf) : yo(w) €
HYTH), w(0) = 0 (et éventuellement w(A) = 0)} et les termes ponctuels font bien sens
puisque H!(T'E) s’injecte dans CO(T'E).

Se pose alors la question qui s’est posée pour le profil d’impédance avec condition de
Robin : quelle est lerreur commise lorsqu’on calcule deux profils avec la méme condition
ponctuelle mais sur des rayons différents ? Des simulations ont été faites en ce sens.

Comparaison de p, 3 pour différentes conditions ponctuelles et 1?

Pour cela, reprenons R, R2 € RY tels que Ry < Ry et les deux domaines QiRl et Qip‘z
(QiR1 C QiRZ) sur lesquels nous calculerons les approximations de profils associées py 1 et py 2.
Nous avons donc deux points A : Ay, k € {1,2}. Pour les mémes raisons que dans le cas
du choix de la condition de bord sur I'?, les deux profils sont calculés & 'aide de la méme
condition ponctuelle en Ay, k € {1,2} et l'erreur est calculée sur QiRl. Les résultats suivant
proviennent de tests effectués avec les parametres o« = g = 0.5 et R;=150.

Avec une condition de Dirichlet en A, nous avons :

Ro 160 170 180 190 200
erreur relative L2 | 1.4.107° | 1.5.1072 | 1.6.10~2 | 1.7.1073 | 1.7.1073
erreur relative H1 | 1.7.1072 | 1.9.107° | 1.9.107% | 2.10~3 2.1073

Pour Neumann et Robin (résultats inexplicablement identiques) :
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Ry 160 170 180 190 200
erreur relative L? | 2.416.107° | 4.368.10° | 5.889.10~° | 7.187.10~° | 8.193.10~°
erreur relative H! | 2.481.107° | 4.4.107° | 5.918.10° | 7.208.10~° | 8.211.10~°

Les erreurs fournies par les conditions de Neumann et Robin sont meilleures, ce sont
donc elles que nous privilégierons. Cette infériorité de la condition de Dirichlet pouvait étre
attendue, en effet celle-ci impose une contrainte non naturelle au profil simulé comme on peut
le voir sur la figure 2.8. Cette derniere représente la trace du profil sur I'y, pour une condition
ponctuelle de Neumann ou Robin (en haut) et de Dirichlet (en bas).

Neumann / Robin

0.167 —[\

Dirichlet

o ]
; K

o] 375 75 112 150

FI1GURE 2.8 — Traces sur I'y des profils avec diverses conditions au point A.

Nous avons opté pour 'utilisation de la condition ponctuelle de Robin. Nous avons donc
la proposition-définition suivante :

Définition 2.3. L’approximation py g du profil pvﬁ, profil du probléeme d’impédance avec
condition de Ventcel, est définie comme 'unique solution du probléme :

alApy g = 0 dans Of,

dupyps = 0 surTE,
Dv,s + aaupv,ﬁ — ﬂazpv,g = 0 sur Ff,
pv,ﬂ(o) = 0,

pv.g(A) +2R0py g(A) = 0,

pvg+2ROpy s = g sur I‘iR,
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ol

s0 N 1 <9)
— 4+ a——=sin ;
9= R 27TRg 2

la formulation variationnelle associée a ce probléme est : pour toutv € V, = {v € HY(QF) N
HY () /v(0) = 0},

ﬁ s
a/QlR va,ﬂ Vv + /1_‘5 Dv,pv +/8/F\1? 87'pv,687'1) + 2va’13(A)U(A) 2R pV,B =« qu.

De plus, on a
P95 = Pv.sllve = Opzqomy (R log R),

ot |11}, = 15 gr + 17 re-

Approximation des coefficients de singularité °) et ¢°")

Regardons maintenant comment approcher AWM et @M, Usant du fait que la famille
(sin ((% + n) 9)) est orthogonale pour le produit scalaire usuel de L?(0, ), nous obtenons
n
que

0 ™ 0
/FR(pO — 50— p?M)ygin (2> = /0 (p° — s° — p°M)) sin ( > Rdf = co(l)\/» + O(Rié log R)

et donc

2
O — m FR(pg _ 40 *P(r](l)) sin (0> + O(R‘1 log R).

Nous obtenons une formule analogue pour d°) et pouvons alors définir une approximation
de @M et @00,

Définition 2.4. On nomme ¢V Uapprozimation de ®D) et dV) celle de d°Y). Elles sont

définies par
2 0
(1) _ _ 0 0y ain [ 2
= r— S -7 ) sin ,
™R FiR(p 7 <2>

et

2 0
1) — O — 2Mygin (2
I ™R FiR(q —a)sin <2>

De plus, nous avons les estimations suivantes :
1M — W = O(R ' 1og R)
et

|d0(1) _ d(1)| =O(R 'logR).

Remarque : Dans la suite, afin de bien visualiser la dépendance de la constante ¢(!) dans
les parametres p, et 3, on la notera csl), respectivement c(ﬁ ), lorsque nous aurons p,, , respec-

tivement py g, a la place de p;.
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2.2. SIMULATION DES PROFILS

2.2.2 Reésultats sur les profils simulés

A partir des simulations effectuées, des observations ont été faites. Cette sous-section a
pour vocation de démontrer théoriquement certaines de ces observations numériques ainsi
que de faire état de ce qui n’a pu étre démontré.

Proposition 2.3. Les solutions des problémes établis dans les définitions 2.1, 2.2 et 2.8 — p,
Dv.g et q —, permettant de simuler les profils d’impédances et de transmission sont positives.

Démonstration. On rappelle que

g(r,0) = XFiR(r,G)\}; sin (g) <1 + ;;ﬂ) .

Ce dernier est clairement positif. L’application des théorémes B.1 et B.2 (principes du maxi-
mum, pages 181 et 183) donne immédiatement le résultat & condition que nos solutions soient
continues sur QF et QF, ce que nous allons vérifier. D’aprés [20], [28], et [29], nous savons
que les solutions de ces problemes admettent des décompositions de forme :

U = Ureg + x1(r)r" [log 7] (6)

ol Ureg € H2(QF) et [logr] désigne une dépendance polynomiale en logr.

Comme H?(Qf!) s’injecte dans CO(@) et r — r”[logr| est continue sur [0, R| pour v > 0, on
en déduit donc la continuité. O

Remarque : On peut aussi obtenir la continuité en considérant p, comme étant la solution
du probleme pénalisé

alp, = 0 dans Qf,
Oypa = Osur I‘f,
OPpa = —a 'pgsur ITE
Po +2RO,pa = 2Rgsur TF

et en utilisant les théorémes 9.4 et 11.4 de [27].

La positivité des profils est confirmée par les simulations. On pourra l’observer sur la
figure 2.9 par exemple.

On note Cg’i (Ry) I'ensemble des fonctions continues sur R4, bornées et dont le minimum
est strictement positif. Pour o, € Ci’i (R4), on rappelle que p;, est la solution du probléme :
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0.0205 6.16 123
I -

FIGURE 2.9 — Profil d'impédance simulé p;

alp,, = 0 dans Qf,
Oypr, = Osur IE,
Pro + ae0ypr, = 0sur I'E
pry +2RO,p:, = 2Rgsur I'E.
Proposition 2.4. 1. L’application ce — py, est croissante de C?r’i (Ry) dans HY(QF).

(1)

2. L’application o — ce ' est croissante de C?r’i(RJr) dans R.

Démonstration. 1. Soient s, € C?r’i (Ry) telles que ae < o, pr, €t py, les solutions
aux problemes d’impédance de parameétres a, et . On pose p = py, — pr, ; p vérifie

—Ap = 0dans Qf,
op = OsurI'E

p+a0,p = —(ao — ae)dypy, sur I'E,

p+2RA,p = OsurI'F

Le lemme précédent et sa démonstration nous montrent que p;, est continue - donc p
aussi - et positive sur QiR. Or p;, = —Qedyp;, sur FIE donc — (o — te)0ypr, > 0 sur
I'E. Le théoréme B.1 donne alors p > 0.

2. Immédiat d’apres le point 1. et la définition de etV (voir définition 2.4).

79



2.2. SIMULATION DES PROFILS

Une monotonie de la fonction 5 — cg) a pu aussi étre observée numériquement (voir
figure 2.19) ; elle serait décroissante. Cependant, aucune monotonie n’a pu étre démontrée ou
observée pour la fonction de 3 +— py 3, que ce soit sur Qf ou sur ', En effet, comme on peut
le voir sur la figure 2.10, pour o = 2, 1 = 0.5, B2 = 2, la différence py 2 — py,1 change de

signe sur I'F. Ceci interdit une éventuelle démonstration de la monotonie de 3 c(ﬁl) de la
méme fagon que pour la proposition 2.4 ci-dessus. Cette monotonie reste donc non démontrée

et donc incertaine.

150/ I
/// /
e
100- //
y
/
/
50+ / \
\\
|
0 ‘ ‘ ‘ |
-150 -75 0 75 150
diff
-0.0118 -0.00585 9.57e-05
L -

FIGURE 2.10 — Trace sur I'? de la différence entre deux profils Ventcel pour o = 2, 1 =
0.5, B = 2.

Proposition 2.5. 1. L’application ce — pr, est continue de Cg_’ﬁ_(R_i_) dans H'(QF).

2. L’application ce +— cgl) est continue de Ci’ﬂ_(RQ dans R.

Démonstration. 1. La formulation variationnelle de (2.7) est, pour tout v € Hl(Ql-R),
/Q 1 'R /FR :1 = ( )a
- Vo v v = Qo — Ole )0y Pr, V.
i p °R ) p ; Op ; Pre

En prenant v = p et en appliquant les inégalités de Cauchy-Schwarz puis de trace, on
aboutit a

2

< llao = @elloo,rrllOvprllo,ralPll of-

1 1
VDS or + =5 lplE pr + Hp
0.7 2R TTON Vo [l e

Par ailleurs, puisque I'inégalité de Poincaré-Friedrichs A.1 assure que
P12 gr < € (IVPI o + IPI3 )
on en déduit donc que
IPII} o5 < Cllae — aelloo rrllOvpra llo,0rlIpll o
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En utilisant la condition de Robin sur T'Z : p., + aed,p;, = 0, on aboutit &

1
n@mmmﬁzum. < Cllpral o,
Qe R i

07Fr

d’out

IPII} or < Cllae = aelloo rrllPrll oz Pl o8-

Comme ||py, [ or < Cllgllgrr, on en déduit que

Hp 1,QiR < CHaO - O"Hoo,l“ﬁa

et donc la continuité.

2. 1l suffit de montrer la continuité de aq — Iy = / pr. (r,0) sin <z) do.
0

En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwarz puis de trace et finalement le point 1, on
obtient

I~ 1| < Cllac — o]l

d’ou la continuité.

Proposition 2.6. 1. L’application 8 — py g est continue de Ry dans HY(QF)n HY(TE).

2. L’application B — c(ﬁl) est continue de Ry dans R.

Démonstration. 1. Soient 1,82 € Ry, B1 < B2 et py.1, pv,2 les profils de Ventcel associés.
On note p = py 2 — py,1; il vérifie

alAp = 0 dans Qf,

op = OsurTE
p+adyp—B202p = —(B2— B1)0%py, sur T'E,
p(0) = 0,

p(A) +2Ro-p(A) = 0,

p+2Rd,p = OsurI'F
La formulation variationnelle de ce probleme étant, pour tout v € V,,

: 2 2] o _ 492
a/QiR Vp V?H—/F?Pv—i-ﬁ /1“5 arp37v+2Rp(A)v(A)+2R - pv /1“5(52 B1)02py 10
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Par ailleurs,

/ (B2 — B1)I2plo| = |Ba— Bi||0rpy1(A)v(A) —/ Orpy,1070
IR TR
= —1 Av(A 15) 15)
- |/82 _/81| 2va,1( )U( )_ /1_‘5 TPv,107V

< ClB2 = Ailllpvalivellvllv,

< ClB2 = Ailligllorrllvlv,-

En prenant v = p et en utilisant 'inégalité de Poincaré-Friedrichs A.1, on aboutit a

Ipllv. < C[B2 — 1]

et on a donc la continuité.

2. Immédiat par 1..

Enfin, énoncons un dernier lemme sur p, dont nous aurons besoin par la suite.
Lemme 2.1. On a 9,p:(0",0) = —oo.
Démonstration. On rappelle que p; est solution du probleme posé dans la définition 2.1 avec
a,e constante. Un développement en parties réguliere-singuliére similaire a ceux construits au
chapitre 1 donne le comportement de p, a proximité de l'origine :

pr ~o0 pr(0,0) + cs,
ou ¢ € R est une constante et, d’apres [20], s est une singularité de la forme
s(r,0) = r[(m — 0)sin @ + cos O log r|.
En utilisant le fait que

Sm939 et 0y =sinf0, + cos
r r

Oy = cos 00, — 00,

on aboutit a
Ops =logr+1 et Oys=m—0.

Puisque, sur Iy, Oypr = —0,pr = a~p, > 0 d’apres la proposition 2.3 — et que OySlo=0 = T,
on en déduit que ¢ > 0. La théorie des probléemes a coin nous dit que ’on peut dériver le
développement asymptotique mentionné ci-dessus, on a donc que

Oupr|r, ~0 clogz —— —o0.
z—07F

O

Remarque : Bien que nous ne soyons pas parvenu a le prouver, les simulations ont
constamment montré que d,py(z,0) < 0 sur I';. Cependant, le lemme ci-dessus s’avéra suffi-
sant.
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2.3 Mises en ceuvre et résultats des stratégies

2.3.1 Condition d’impédance de type Robin a coefficient va-
riable et correction de I’erreur L>

Idée générale

Commencgons par rappeler que nous nous intéressons ici au probleme d’impédance suivant :
—aAv® = fi dans §,

o,v¢ = 0Osur Iy, (2.8)

V¢ + €re (J:) o,v¢ = OsurI,
€

ou a, est représenté sur la figure 2.11.

Qo

Pe P

FIGURE 2.11 — Fonction as.

Notre but est de déterminer §’il existe un parametre p, de la fonction «a, afin que
1) = g
c\t = )

Remarquons que 'application pe —> e est continue et décroissante. Par ailleurs, rappelons
que nous avons défini cgl) dans la définition 2.4 a la 'aide de la formule

n_ 2 0 0y (O
Ce =R FiR(pr. s’ —pp)sin (2 . (2.9)

Ainsi, par application directe des propositions 2.4 (ae > csl) croissante) et 2.5 (e cgl)

0

continue) et en vertu de ce qui vient d’étre dit, nous en déduisons que pe — ce ’ est continue
et décroissante.
La décroissance a été confirmée numériquement comme on peut le voir sur la figure 2.12.

De plus, on peut aussi voir sur ce graphe que d®) est dans lintervalle image de 'application ;
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si ce fait pouvait étre prouvé en toute généralité, alors I'existence d’une valeur de p, satisfai-

sant csl) = dM — et donc une augmentation de la vitesse de convergence — serait garantie.

L’idée est donc de montrer qu’il existe un pe 1 et un pe2 — et donc un o, 1 et un ae2 —

. 1 . 1 ) .
tels que les coefficients c£ ) associés : CE% et CE% vérifient I’encadrement suivant :

) <d® <l

le théoreme des valeurs intermédiaires nous garantirait alors l'existence d’un pe tel que
1) _ 5(1)
ce’ = d\V.

(1)

La figure 2.12 nous montre que, pour pe = 0, i.e. % = @, on a cs’ > d); il est donc

naturel de considérer p, 1 = 0. De méme, la figure 2.12 montre que csl) < d® lorsque p, est
grand ; nous considérerons donc naturellement pe 2 = 400, i.e. @ = C,. Notons que lorsque
pe = +00, le probléme d’impédance devient un autre probléeme d’impédance de constante C,.

Remarque : Si C, = 0, ce nouveau probleme d’impédance est en fait le cas limite du
probleme de transmission lorsque € tend vers 0 :

—alAv = fi dans €,
d,v = Osurly, (2.10)

v = O0surl;.

Les profils associés vérifient :
—aAp) = 0 dans €,

0, = 0sur Ty,
(2.11)
p = Osurl,,

~ s7 lorsque r — +o00;

dont
s+ I gn

n=—oo

est solution. Il n’y a cependant pas a priori unicité des ¢/(™ ; nous ne pouvons donc pas
approcher (°) dans ce cas-1a.

Supposons pe € {0,400}, au vu des définitions de D et d®) (voir définition 2.4), une
relation d’ordre entre p;, et ¢ sur I'f? aurait suffit. Toutefois, nous avons privilégié 'obtention
d’un résultat plus fort : une relation d’ordre entre p;, et ¢ sur QiR; pour cela nous devrons
utiliser les principes du maximum énoncés en annexe B (voir théoremes B.1 et B.2).
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FI1GURE 2.13 — Domaine des profils du probleme de transmission tronqué

Comparaison de p,, et ¢ sur QF

Pour comparer p;, et ¢ sur QiR, le moyen le plus naturel consiste a comparer p,, et g sur
'R (puisqu'’ils vérifient des conditions identiques sur les autres bords de Q) puis appliquer
un principe du maximum B.1. Si on fait I'hypothese p;, > ¢ (ou p;, < ¢) sur I'E, alors par
application directe du théoreme B.1 avec condition de Dirichlet sur Ff?, alors on a py, > ¢ (ou
pr. < q) sur Qf et donc sur ', L’hypothese n’a pu étre confirmée théoriquement ; cependant,
elle est aisément vérifiable numériquement.

Dans le cas du probleme de transmission (1.16) — i.e. avec une condition de Neumann sur
I'2! sur la figure 2.13 —, I’hypothese a été infirmée numériquement. Cependant, lorsque nous
avons effectué le développement asymptotique de la solution du probléme de transmission
(voir sous-section 1.2.2), nous avons dilaté la couche de taille € en une couche de taille 1;
toutefois, comme nous ’avions remarqué a I’époque, nous aurions aussi pu la dilater en une
couche de taille €g — ainsi la couche Q du profil ¢ serait aussi de taille ¢y. Une question se
pose alors : y a-t-il des ¢y pour lesquels notre hypothese est confirmée ; numériquement, la
réponse est positive pour certaines valeurs de ¢ strictement inférieures a 1 (0.5 par exemple).
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Dans le cas du probléme de transmission (1.32) — i.e. avec une condition de Dirichlet
sur I'2! sur la figure 2.13 —, 'hypothése a été confirmée numériquement aussi bien pour une
couche d’épaisseur 1 que ¢y < 1.

Comparaison de p,, et ¢ sur QF

Puisque une comparaison théorique directe sur Qf n’a pu étre effectuée, nous avons alors
envisagé de construire un prolongement p,, & QF afin de comparer les deux profils sur le
domaine du profil du probléeme de transmission : Q. Notons Dre,i = Pr, I’approximation du
profil du probléme d’impédance sur Qf et Pr.,e SOn prolongement a k.

Un prolongement naturel pour le cas a, = «

Supposons e = . Remarquons tout d’abord que si py, ; est identiquement nul sur I‘fz
(et assez régulier dans son voisinage), alors son prolongement par 0 & QF se compare a g, par
principe du maximum et les profils de transmission et d’impédance sont donc confondus.

Supposons maintenant p;,; non identiquement nul sur FrR. Le prolongement doit étre
construit de facon & respecter les conditions de transmission sur I'?. Considérons le prolon-
gement & QI suivant :

pr.,e(a:a y) = pr.,i(l’, 0) + ayaypr.,i(xv 0) = (1 + y)pr.,i($7 O)'

On a ainsi, sur I'E, p,, o(2,0) = pi(x,0) et Oypry o(z,0) = —d,py, i(z,0), autrement dit, les
conditions de transmissions sont bien respectées. Il faut maintenant s’intéresser aux signes
des seconds membres du probleme vérifiés par p;, . sur QF afin de pouvoir les comparer &
ceux de ¢ et utiliser le principe du maximum B.1.

I'? : Etudions le signe de
1

ﬁpr. ,e(R7 y) + &,pr.,e(R, y)-
On a
1 1
ﬁpr.,e(R’ y) + aupr.,e(Ra y) = ﬁpr.,i(Rv O) + aupr.,i(R’ O) (1 + y)

= 9(R,0)(1+y)

= 0

1
= ﬁQe(Ra y) + aupe(Ra y)

FdR : On a immédiatement py, ¢ = 0 = ge.

I'21 : Nous avons ici deux cas a traiter : le probléme de transmission (1.16) avec la condition

de Neumann sur I'>! dans la définition de ¢ ; et le probléme de transmission (1.32) avec
la condition de Dirichlet sur ce méme bord.

— Avec la condition de Neumann, le lemme 2.1 nous permet d’affirmer que d,pr, i(0,0) <
0; on a donc dypr, e > 0 = 0y ¢e.
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— Avec la condition de Dirichlet, on a py, ¢(0,y) = (1+y)pr,.i(0,0) > 0 = ¢ puisque
Pr..,i(0,0) > 0 d’apres la proposition 2.3.

QF : 11 s’agit ici d’étudier le signe du Laplacien de p;, e Ona

a73]71“. e = 0

et
prae(®,y) = (1+y)0ipr, i(x,0).

Les simulations tendent & montrer que d2p,, i(z,0) > 0 puisque x p?ﬁi(x, 0) serait
convexe. On aurait donc —Apy, « < 0. Cependant, rien ne nous permet de le prouver.

Puisque que, pour que le principe du maximum opere, il faut que —Apy, c > 0 = —Age, il est
nécessaire d’envisager un autre prolongement.

Un prolongement moins naturel pour le cas a, = «

Considérons le prolongement légérement modifié :
Proe(®,y) = (14 9)pr,i(2,0) — cy?

avec ¢ = mMaxpr 02Dy ;-

Remarquons tout d’abord que, en reprenant la démonstration du lemme 2.1, on aboutit
au fait que 92py, i(x,0) = 7! et que donc ¢ = 400, autrement dit que nous ne pouvons pas
poser ce prolongement. Cependant, dans 'optique de rendre la démarche de construction du
prolongement accessible, nous ferons fi cette information compromettante et supposerons c
fini ; nous reviendrons au cas c infini plus tard. Remarquons ensuite et alors que, puisque ¢
ne dépend pas de x, ce prolongement vérifie les mémes conditions de bords sur I'>! et Ff
que le prolongement précédent. Par ailleurs, comme 1+ y € [0, 1] sur Q% on a

Apr, o(z,y) = (14 )92py, i(z,0) — 2¢ < 0.

Nous avons donc le signe voulu pour le laplacien. Reste a voir quel est le signe de la condition
de bord sur I‘(If.

c<0 C’est le cas favorable. En effet, on a alors p;, . > 0 et le principe du maximum nous dit
alors que p;, > q.

c>0 C’est le cas défavorable. En effet, il est clair que dans ce cas p;, o vaut —c sur I le et
donc que le principe du maximum ne peut s’appliquer en I’état a cause du changement
de signe.
Cependant, nous avons vu au paragraphe précédent ol nous comparions p;, et ¢ sur QiR
que cette étude pouvait aussi s’effectuer sur une couche d’épaisseur ¢y en lieu et place
d’une couche d’épaisseur 1 (cf début du développement asymptotique de la solution du
probléme de transmission, sous-section 1.2.2). Une question se pose alors naturellement
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ici : existe-t-il g tel que 'on puisse construire un prolongement avec ¢ > 07 La réponse
est oui comme nous allons le voir ci-dessous.

Soit v > 0. Montrons que, pour tout z € [0, R, il existe €(z) €] — 1, 0] tel que

Proe(T,€(x)) =7

(voir figure 2.14).

Soit = € [0, R]. On veut résoudre
—ce(2)? + proi(2, 0)e(2) + pr i(x,0) — 7y = 0.

On veut que le discriminant Ay de ce polyndéme soit strictement positif. En effet, si Ay
est nul, on a alors

‘(%,0)

e(z) = p“’l% ¢ —1,0[.

Remarquons que A; est lui méme un polynéme en p;, i(x,0) :
A1 = py. iz, 0)% + depy, i(2,0) — 4ey.

Notons A le discriminant de ce polynéome. On a As = 16(c? + ¢y) > 0, donc on aura
Ay > 0 des que py, i(z,0) < p1 ou py, i(z,0) > pg ot

pr2=—2 (ci \/CZ-I-C’)/).

On a clairement que p; < 0 et pp > 0. Comme 7 est fixé arbitrairement, on peut le
choisir assez petit de facon que pr, i(z,0) > p2. On a alors A; > 0 et les racines du
polynoémes sont
o pr.,i(l‘a 0) + \/E

2c

e1,2(x)

Il est alors facile de voir que €1 (x) €] — 1,0[. Posons maintenant ey = min,¢jo ) [€1(z)]
et notons encore I'X le bord [0, R] x {—ey} (voir figure 2.15). On a ainsi py, o > 0 sur
Ffo et le principe du maximum nous dit que p;, > q.

Remarque : on aurait aussi pu étendre par v notre prolongement sur [—1, (x)], cependant
rien ne nous aurait garanti la régularité nécessaire au point de raccord pour pouvoir calculer
le laplacien.

A présent, voyons comment utiliser ce qui vient d’étre fait tout en tenant compte du fait
que ¢ = +00.

Un prolongement encore moins naturel pour le cas o, = «

L’idée est donc de se ramener au cas précédent en arrivant & faire en sorte que ¢ soit fini.
Pour cela, le plus simple est de poser, pour un n > 0 a déterminer,

c= %1%}]( O2py, i(x,0).
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Dr.i(z,0)

Proc(T,y) I

FIGURE 2.15 — ¢( et la fonction €

FIGURE 2.14 — Prolongement de p;, & QF

Ainsi, le probleme en 0 est évité et ¢ est bien fini. Ceci signifie que la comparaison ne va plus
s'effectuer sur l'intégralité de la couche mais seulement sur une sous-partie de celle-ci : Q7
comme on peut le voir sur la figure 2.16.

D’apres la proposition 2.3, on a py,(x,0) > 0 pour z € [0, R]; par ailleurs, le lemme 2.1
— plus particulierement sa démonstration — nous dit que p;, est strictement décroissante
dans un voisinage & droite de O. On en déduit que py, (0,0) > 0.

Nous avons a présent deux cas.

— Si nous sommes dans le cas du probléme (1.32), la condition de Dirichlet sur {0} x[—1, 0]
nous donne py, (0,0) > ¢(0,0), ce que nous voulons.

— Si nous sommes dans le cas du probleme (1.16), la condition de Neumann sur {0} x
[—1,0] ne permet de conclure pas que py,(0,0) > ¢(0,0). Nous sommes donc obligés
d’en faire I’hypothese si nous voulons poursuivre dans ce cas.

Puisque py, (0,0) > ¢(0,0), par continuité nous pouvons déduire I'existence de n > 0 tel
que, pour tout x € [0,7], tout y € [-1,0], on a

Pro(%,0) > ge(2, y).

Notons I'" = [0, 7] et T'! = {n} x[—1, 0]. Par définition de i nous avons alors p,, > ¢ sur I'".

Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes attardées sur le cas ou ¢ était posé non
pas sur une couche d’épaisseur 1 mais € ; a partir de maintenant, notons ¢; 'approximation
du profil de transmission sur une couche d’épaisseur 1 et ¢y sur une couche d’épaisseur €.
Puisque €y < 1, on a ¢ ¢(z, —€9) > 0 = qoe(x, —€p) ; par ailleurs, comme ¢; et go vérifient
les mémes conditions sur QF et ses autres bords, 'application du principe du maximum B.1
nous dit que q1 > go pour tout €y < 1. Nous en déduisons que, pour tout €y < 1, nous avons
Dry > qo sur I'.

Nous prolongeons ensuite p;, & la couche Q%7 & 1'aide du prolongement vu au paragraphe
précédent :

pr.,e(xay) = (1 + y)pr.,i(‘rv 0) - cy2
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I Tl
Iy €0
—————————— N v
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n Fd !

FIGURE 2.16 — Couche privée d’une sous-couche d’épaisseur n

avec ¢ = Maxp R 8§prhi. Comme nous ’avons vu, nous pouvons déterminer 1’existence d’un
r

€o (qui depend donc ici de 7) tel que les conditions sur Qf’” et ses bords soient satisfaisantes,
notamment p;, « > qo. sur I']. L’application du principe du maximum nous donne alors que
Pry > qo sur QN

Enfin, puisque p;, > q1,e > o, SUr Qf\van, on en déduit que p,, > qo sur QF, ce que

nous voulions.

. . N . 1
Remarque : les simulations indiquent que la relation d’ordre entre c£ ) et d) semble encore
étre valable avec la couche d’épaisseur 1 et pas seulement avec une couche d’épaisseur ey < 1.

De la possibilité d’étendre le prolongement précédent au cas a, = C,

Il faudrait maintenant prouver qu’il existe un p, tel que d*) > cﬁl)

I’encadrement de d) par deux valeurs de la fonction pe +— csl) et lexistence d’un p, tel que

cgl) =dW,

. On obtiendrait ainsi

Pour cela , intéressons-nous au comportement a l'infini de pe — e. On a g — Cy, lorsque
pe — +00. Nous avons encore une fois deux cas : le probléeme de transmission (1.16) avec la
condition de Neumann sur I'>! dans la définition de ¢; et le probléme de transmission (1.32)
avec la condition de Dirichlet sur ce méme bord.

— Si on a une condition de Neumann, on peut alors avoir ¢.(0,0) > 0 et donc, grace a un
prolongement analogue a celui construit ci-dessus, prolonger la solution du probleme
d’impédance ayant pour condition sur I';

p+ Co0p =0

de facon a ce que cette derniére soit inférieure & celle du probléme de transmission, mo-
dulo le choix d’'un C, adéquat et I’hypothese supplémentaire faite dans le cas aq = .

— Si on a une condition de Dirichlet, la seule possibilité de construire un prolongement
de p;, & QF qui vérifie p, e < gsur QF est d’avoir Proe < 0 sur T'21. Cela impliquerait
donc d’avoir py, i(0,0) = 0 puisque, d’apres la proposition 2.3, on sait que p, ; > 0 sur
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Q. Or nous avons vu que pour C,, # 0 on a Pr..i(0,0) > 0; cela compromet donc I'idée
de ce prolongement dans ce cas.

Reste a voir pour C, = 0; nous comparerions donc le profil du probleme de transmission
au profil du probléme limite 2.11. Or on a vu qu’il n’y a unicité pas des coefficients —

(

dont c.l) fait partie — du développement asymptotique du profil limite, ce qui pose la

question l'unicité de la limite de la fonction pe > csl).

Retour & une comparaison sur Qf pour le cas a, = C,

C’est finalement le lemme qui nous donne 'existence de la borne inférieure de I’encadre-
ment souhaité, a la fois pour le probleme (1.16) et le probleme (1.32).
Lemme 2.2. [l existe C,, > 0 et pe > 0 tel que csl) <dW,
Démonstration. Comme nous ’avons vu précédemment, si ps — +00, la condition de Robin

sur I devient p;, +Co0,p;r, = 0 et si Cy, — 0, alors p;, — s° dans L™ (et H' ?). Par ailleurs,
par principe du maximum on a ¢ > s° sur QiR.

Les formules d’approximations de ¢°®) et d°) posées dans la définition 2.4 peuvent I’étre
avec R — 4, 6 > 0, en lieu et place de R. Le fait de calculer ¢(!) et dV) & partir de I'? a pour
avantage un certain confort lors de la mise en ceuvre numérique mais rien ne contraint a le
faire : ¢V et dV) fourniront de bonnes approximations de ¢®™®) et d°) tant que nous pourrons
les calculer sur un rayon grand. Une question se pose toutefois : pourquoi avons-nous besoin
d’introduire le parametre § 7 Pour pouvoir répondre & cette question, il nous faut d’abord
poursuivre quelque peu la démonstration.

On note c(lg et dgl) les approximations de (®1) et d°) calculées sur un rayon R — §. De

[ ]
. 1 . .
méme on note cég I'approximation de ¢®® sur un rayon R — & lorsque pr. — S0

Comme ¢ > s°, on a que dgl) > c(()lg. En effet, comme « est fixé (ce sont Cy, et p, qui

passent a la limite), le terme p(r),(l) ne disparait pas de la définition de Célg et on peut bien

comparer les intégrales définissant d((sl) et c(()l(g.

Par ailleurs, ¢ — s étant harmonique, soit elle est constante, soit elle n’admet pas de
minimum global & I'intérieur de Q. Puisque g et s” vérifient la méme condition de bord sur
I'? mais avec des seconds membres différents, on en déduit que ¢ — s” n’est pas constante.
Elle n’admet donc pas de minimum global. Comme ¢ > s°, on en déduit que ¢ > s” dans QiR
et donc sur {z € Qf : |2| = R — 6}. Voici la raison de I'apparition de §, il s’agit de retourner
a lintérieur du domaine afin d’appliquer ce principe de comparaison puis en déduire que

&> )

(1) (1)

Par convergence uniforme de c, 5 vers ¢, 5 lorsque C, tend vers 0 et p, vers +oo, on déduit

qu’il existe Cp, > 0 et p,o tels que dV > csl). ]

Mise en ceuvre numérique
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Concernant la mise en ccuvre numérique, les résultats s’averent satisfaisants. Nous avons

toujours observé que csl) > d) pour p, = 0 et été capables de trouver aisément une valeur de

pe telle que csl) < dW. Ainsi grace 4 une méthode de dichotomie, nous avons été en mesure

de déterminer des valeurs de p, telles que I'erreur commise entre csl) et dV) soit inférieure A
une tolérance fixée (1079 dans les simulations).

Nous avons alors pu observer ’évolution de la vitesse de convergence de la solution du
probleme avec condition d’impédance & coefficient variable vers celle du probléme transmis-
sion en fonction de p, dans un voisinage de la valeur calculée de p, a 'aide des profils.
Comme l'illustrent les figures 2.17 (pour le probléme de transmission (1.16)) et 2.18 (pour le
probléme de transmission (1.32)), nous avons pu constater une augmentation de la vitesse de
convergence dans le voisinage du pe (pour la figure 2.17, on a pe ~ 0.2 d’apres la figure 2.12;
pour la figure 2.18, on a pe ~ 38) d’environ 1 & un peu pres 1.5, ce que nous avions prédit
théoriquement ; et ce pour diverses conditions initiales. De ce point de vue, la méthode est
donc valide.

Erreur L?

Pente

0.8- :

0.6 :

1
0.4 Erreur H

0 I I
(%15 0.2 0.25 03 0.35

Pe

FIGURE 2.17 — Evolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de p,.

Pour la mise en pratique de la méthode, i.e. de trouver le p, des profils, il suffit de trouver
une valeur de pe tel que d(t) > csl). En effet, on sait déja que ¢ > dgl) pour pe = 0 (i.e.

ae = ). Puis I'on procede par dichotomie.

Données utilisées pour les figures

Les figures 2.17 et 2.18 ont été obtenues avec les données suivantes : rayon du demi-
disque € : R, = 2; épaisseur de la couche mince QS variant entre 0,03 et 0,12 avec un
pas de 0,01; éléments du maillage : environ 82500 triangles; @ = 0,5; seconds membres :
fi = y3sin ([RQi — r]2> et fo = 0. D’autres valeurs de «, seconds membres et raffinement de
maillages ont aussi été testés. On a ensuite appliqué l'algorithme ci-dessous avant de traiter
les données recueillies sur Matlab ;
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Erreur L?
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FIGURE 2.18 — Evolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de p.

Pour € allant de 0,03 & 0,12 avec un pas de 0,01 ;
Construire le domaine €
Pour pg allant de 0,15 & 0,35 avec un pas de 0,01 ;
Calculer |luf — v[jp,o; puis la stocker;
Fin de la boucle sur p, ;
Fin de la boucle sur e.

Bien qu’a la phase de post-traitement Matlab on regarde & p,o fixé l'erreur ||uf — v°||o o
en fonction de €, ceci n’aurait pas été judicieux dans les calculs puisque cela aurait impliqué
de construire plusieurs fois les mémes maillages. Ainsi, effectuer d’abord la boucle sur € puis
celle sur p, au lieu du contraire permet d’économiser des calculs.

2.3.2 Condition d’impédance de type Ventcel et correction de
Perreur L2

Commencons par rappeler que nous tentons d’approcher le probléeme de transmission
(1.32) par le probléeme d’impédance avec condition de Ventcel (1.37) ci-dessous :

—aAvt = f; dans (),
oyv¢ = 0surly,

V¢ + ead vt — 28020 = Osur Iy

v = Osur g, OetA;
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notre moyen étant de déterminer le parametre [ tel que c(ﬁl) =dW.

Remarquons ici que le seul résultat que nous avons concernant ’application 5 — cg) est
que celle-ci est continue d’apres la proposition 2.6. Comme nous 'indique la figure 2.10, nous
n’avons pas de relation d’ordre entre les profils d’impédance Ventcel sur I'?. Cependant, on
peut observer une monotonie des c(ﬁl) (voir figure 2.19). Elle est en revanche indémontrable
a l'aide des outils développés a partir du principe du maximum puisqu’on ne peut appliquer
ce dernier a la différence entre les profils.

0.18 :

[

\
0.161 ]
0.141 ]
0120\ ]
01~ ]

.
. )
0.08" . d ]

0.06 el .
0.04+ R D :

0.02 -

FIGURE 2.19 — Evolution du c(ﬁl) en fonction de .

On remarquera aussi que la figure 2.19 nous montre que dM est dans I'image de ’applica-
tion 3 +— c(ﬁl). Etant donné ce qui vient d’étre dit, il est clair que ce fait observé ne pourra étre
démontré comme nous 'avions tenté pour I'impédance a coefficient variable. Faute d’autres
pistes, il restera donc a 1’état de conjecture.

Cependant, la mise en pratique numérique peut s’effectuer avec le méme mode opératoire
que 'impédance a coeflicient variable. Pour cela, on commence par chercher un 3 tel que
cg) < dW; ce qui suffit puisque § = 0 nous redonne le probléeme d’impédance classique

(1)

et que nous avons déja vu que celui-ci nous donne cy' = dV. De nouveau, une méthode

de dichotomie permet de déterminer un S tel que la différence entre cg) et d) soit aussi
petite que 'on veut. On peut alors observer le comportement de la vitesse de convergence de
I'impédance vers la transmission dans un voisinage du [ des profils en fonction de j3.

A Dinstar de la méthode de coefficient variable, on a pu observer une augmentation de
la vitesse de convergence autour du S déterminé a l’aide des profils (~ 0,2 d’apres la figure
2.19) dans les proportions prévues théoriquement (voir figure 2.20).

On remarquera le caractére raide de I’évolution de la vitesse de convergence entre impé-
dance et transmission au voisinage de ce qui serait le 8 optimal. Des raffinements du pas en

94



CHAPITRE 2. CONDITIONS D’IMPEDANCE MODIFIEES
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FIGURE 2.20 — Evolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de f.

[ permettent de voir que ce comportement est plus lisse que ne le laisse penser la figure 2.20
(voir figure 2.21).

La méthode, testée pour plusieurs conditions initiales, fonctionne donc dans son aspect
numérique mais son efficience n’a pu étre prouvée. Notons par ailleurs qu’elle nécessite un
logiciel permettant 1'utilisation de formulations variationelles a termes ou conditions ponc-
tuels. Les simulations mettant en ceuvre cette méthode n’ont pu étre effectuées qu’a 'aide
de Getdp, Freefem ne donnant pas — a ma connaissance — la possibilité d’utiliser des termes
ponctuels.

Données utilisées pour les figures
Les figures 2.20 et 2.21 ont été obtenues avec les mémes données initiales et algorithme

que dans le cas de la condition de Robin a coefficient variable ; seule change la boucle sur p,
qui est remplacé par une boucle sur 5 allant de 0 a 1 avec un pas de 0,01.

2.3.3 Meéthode de plaquage des profils et correction des er-
reurs H' et L™

Quelques aspects théoriques

Comme nous 'avons vu lorsque nous avons expliqué la méthode de plaquage des profils,
la, formule (2.3) nous donnant l'expression de w{ — sensé approcher uf — impose de pouvoir
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FIGURE 2.21 — Evolution de la vitesse de convergence entre impédance et transmission en
fonction de 5 (zoom).

précalculer ces derniers; nous avons vu comment plus haut. Par ailleurs, cela nécessite aussi
I'utilisation d’une fonction de troncature et les calculs de ugreg et du coefficient de singularité
d"; la fonction de troncature peut étre choisie arbitrairement et celle utilisée sera donnée
plus bas; les calculs de U?,reg et d” sont abordés dans le paragraphe suivant. Enfin, dans un
second paragraphe, nous nous attarderons sur I'influence du parametre o dans cette méthode.

Calculs ) et d°

Concernant u

ireg» COmMMe les expressions des singularités sont connues (voir formule (4.2))
)
et que

0 0 0 0
Ui = Uj reg +d X158,

on voit que pour peu que d° soit connu le calcul de U?,reg est équivalent & celui de u). Pour

étre plus précis, la formule (2.3) donnant w{ peut étre réécrite sous la forme :

wf = + Vet () (e - ) (5.6)

€

Comme u{ est solution du probléme
—ozAu? = fi dans €,

o) = 0sur Ty,

uy = 0surly,

il est aisé de I’obtenir. On est donc ramené au calcul de d°. Pour le calculer, nous utiliserons
la technique déployée dans [20] que nous rappelons briévement ci-dessous.
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On appelle s* la fonction singuliére duale de s° définie par

sf=—xi1s 1= Xlisin (9) :
N 2

Puisque s* est dans L?(€;), on peut définir w* comme étant la solution de
Aw* = As* dans €,

dw* = O0surly,

w* = 0surI}.

On peut alors énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.3. On a 5
=" [ fi(s* —w").

ar Jo

Il suffit donc de calculer w* pour obtenir d°.

Influence de o sur les erreurs commises

En reprenant la sous-section 1.2.2 qui détaille la construction des premiers termes du
développement asymptotique de la solution du probleme de transmission 1€, on peut voir que
le parametre « intervient dans les majorations des restes. Ceci nous permet de préciser les
estimations d’erreurs (2.4) en prenant acte de I'influence de « sur celles-ci :

lui — willLo, = Oae) et |uf — willoo,0 = O(ce). (2.12)

Cela implique donc que la méthode de plaquage des profils ne sera pertinente que si la
quantité ae est petite. Il s’agit d’une épée a double tranchant, si o est grand, cela contraint
a des gammes de € petits; si a est petit, on aura plus de latitude quant aux gammes de € et
ou plus de précision.

Mise en ceuvre numérique

Nous avons donc tous les moyens nécessaires pour calculer wf. La figure 2.22 nous donne
la comparaison entre cette méthode et 'impédance pour o = 0.1. On peut y voir que 'ap-
proximation par le probleme avec condition d’impédance de type Robin est plus performante
en matiere d’erreur L? mais que pour € assez petit, c’est la méthode de plaquage des profils
qui 'emporte en matieére d’erreur H' ; par ailleurs, les vitesses de convergence sont "proches'
des attentes théoriques.

La figure 2.23 nous donne la comparaison pour la norme L* entre cette méthode, 'ap-
proximation par le probleme avec condition d’impédance de type Robin et 'approximation
de u§ par u). LA encore, les vitesses de convergence sont « proches » des attentes théoriques.
Cependant on peut noter que I’approximation par plaquages des profils offre un véritable gain
par rapport a 'approximation par le probléme avec condition d’impédance de type Robin ou
I'approximation de uf par u{ qui offrent des résultats trés proches.
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FIGURE 2.22 — Erreurs L? e H' de la méthode de plaquage des profils.

Cette méthode — testée pour diverses données initiales (voir paragraphe ci-dessous) —
fournit donc les résultats attendus, ce qui est satisfaisant. Cependant, comme nous avons pu
le voir, elle comporte quelques bémols.

Les estimations d’erreurs entre uf et wf (voir (2.12)) dépendent de «, ce qui contraint
la gamme de « utilisée de fagon a ce que ae soit petit. Ici, nous avons pris a = 0.1, pour
des valeurs plus grandes, la méthode de plaquage des profils était moins performante que
I'impédance.

Par ailleurs, cette méthode rencontre le méme écueil que les méthodes d’impédance a
coefficient variable et Ventcel, i.e. le potentiel manque de précision lors du calcul des profils
et plus particulierement leur comportement a ’infini.

Enfin, du point de vue de la mise en oeuvre numérique, elle demande une certaine souplesse
de la part du logiciel utilisé. En effet, elle nécessite de pouvoir résoudre plusieurs problemes
les uns a la suite des autres et ou de sauvegarder les solutions et maillages pour ensuite les
réutiliser. Mais aussi d’effectuer certains calculs & partir de ces solutions comme celui de d°
et enfin de pouvoir projeter le profil obtenu sur son maillage sur celui de la transmission
via une dilatation. A ma connaissance, Freefem est plus simple d’utilisation que Getdp sur
ces aspects-1a ; c’est pourquoi toutes les simulations de cette méthode ont été effectuées avec
Freefem.

Données utilisées pour les figures
Les figures 2.22 et 2.23 ont été obtenues grace aux données initiales suivantes : rayon du

demi-disque €); : Ro, = 2; épaisseur de la couche mince €2 variant entre 0,055 et 0,08 avec un
pas de 0,005; éléments des maillages : environ 83500 triangles pour le domaine €; ; environ
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FIGURE 2.23 — Erreur L™ de la méthode de plaquage des profils.

772000 triangles pour le domaine Qf du profil avec raffinement autour de I’origine pour tenir
compte au mieux de la singularité; o = 0, 1; seconds membres : f; = y3sin ([Rgi — r]2> et

f e =0.
La fonction de troncature utilisée en lieu et place de x1 est :

T — R1 5 r — R1 4 T — R1 3
T(r) =1— |X[Ro<r<R] + X[Ri<r<R] (6 <Rle> —15 (RQRl> +10 (Rle)

ou 0 < Ry < Ry < Rq,, Rq, étant le rayon du domaine des problemes d’impédance et de
transmission (et non pas des profils). Cette fonction est donc a support sur [0, Rs] et vaut 1
sur [0, R;]. Précisons que les meilleurs résultats ont été obtenus lorsque R; et Ry sont éloignés,
autrement lorsque le passage de 1 a 0 n’est pas trop rapide, nous avons pris ici Ry = Rg,/10
et Re = 9Rgq, /10.

2.4 Conclusion et perspectives

Nous avons développé dans ce chapitre trois méthodes pour obtenir de meilleures vitesses
de convergence entre les problémes d’impédance et de transmission.

Deux d’entre-elles permettent d’améliorer I'erreur L2, il s’agit des méthodes d’impédance
a coefficient variable et de Ventcel. Elles ont pour principe d’imposer une condition sur I'; (ou
I'y) ayant un parameétre que l’on peut ajuster de fagon & augmenter la vitesse de convergence
entre impédance et transmission. Le parametre optimal s’obtient & partir des profils, ce qui
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nous a conduit a développer des moyens de les simuler. Un certain nombre de résultats ont pu
étre démontrés sur ces profils simulés; cependant, ils n’ont pas suffi & prouver complétement
I’efficience de nos deux méthodes; en effet, I'efficience de la méthode avec condition de Robin
variable n’a été prouvée que pour I'un des deux problémes de transmission — (1.32) pour
étre précis, 'autre nécessitant une hypothese supplémentaire — tandis que la preuve de celle
de la méthode avec condition de Ventcel semble sans issue. Toutefois, la mise en pratique
numérique s’est avérée satisfaisante et indique donc que nos deux méthodes sont utilisables.

La derniére méthode vise & améliorer les erreurs L™ et H'. Elle ne consiste pas en un
probleme d’impédance au sens des deux premieres méthodes; il s’agit en fait d’approcher la
solution du probléme de transmission par le début de son développement asymptotique dont
les termes possedent le méme avantage que le probléme d’impédance : ils sont définis sur une
géométrie indépendante de €. Cette méthode demande aussi la capacité de simuler les profils
mais aussi d’effectuer des transferts de maillages. Elle est relativement simple a mettre en
ceuvre et peu cotteuse en calculs. Cependant, elle ne s’avere supérieure a 'impédance clas-
sique que lorsque le rapport ae est petit.

Quelques perspectives a présent. La premiere d’entre elles seraient de prouver 'efficience
de la méthode visant & améliorer I'erreur L? grace & la condition d’impédance de type Ventcel.
Au vu des impasses dans lesquelles nous sommes tombées, cela nécessitera sans doute d’autres
approches que celles que nous avons utilisées.

Par ailleurs, d’autres fagons de simuler les profils pourraient étre envisagées — notamment
grace a l'usage de condition de bords intrégro-différentielles — afin d’augmenter la précision
des méthodes proposées.

Finalement, on pourra tenter de voir comment les méthodes proposées ici s’adaptent a
d’autres problemes tels que Lamé, Helmholtz ou Maxwell...
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Chapitre 3

Extension a la dimension 3

A notre connaissance, Papproximation de problemes de transmission par des problémes
d’impédance en 3D a peu été étudiée dans le cas non lisse. L’étude des singularités de pro-
blémes elliptiques 3D, en revanche, a fait 1'objet d’une littérature abondante; on pourra
notamment se référer a [13, 20, 33].

Nous commencons ici par aborder deux cas réguliers : avec et sans courbure. Ces deux cas
ne comportant pas de singularités, leurs développements asymptotiques sont similaires au cas
2D et ne sont donc pas refaits ici. Les simulations montrent que les vitesses de convergence
empiriques sont globalement cohérentes avec les attentes théoriques.

Nous poursuivons ensuite avec le cas de I'extrusion du cas 2D abordé dans les chapitres
précédents, lequel deviendra donc un probleme d’aréte. Nous y observons que le développe-
ment asymptotique se construit de fagon identique au cas 2D ; les profils s’avérent méme étre
ceux de la dimension 2. Il sera alors question de I'adaptabilité et de I'efficience des méthodes
proposées au chapitre 2 dans ce cas particulier de la dimension 3.

Finalement, nous étudions succinctement le cas d’'un domaine 3D comportant une singu-
larité conique mais sans aréte; des simulations sont effectuées afin d’étudier la convergence
entre les problémes de transmission et impédance.

3.1 Cas réguliers

Le cas 3D régulier a déja été étudié théoriquement. On pourra se référer a [16] pour ce
qui est du choix des conditions d’impédance. Par ailleurs, le chapitre 1 de [34] qui donne
le développement asymptotique du probleme de transmission dans le cas 2D régulier et sa
comparaison avec l'impédance s’adapte au cas 3D fournissant un autre point de référence.
Ainsi, pour la condition d’impédance

v + ead, v =0,

ces précédents travaux nous montrent que 'on a les mémes estimations entre problémes de
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3.1. CAS REGULIERS

transmission et avec condition d’impédance en 3D qu’en 2D (pour k € {0,1,00}) :

kS = 0(62)7

[Juf — o
et lorsque la couche mince est sans courbure :

B = 0(63).

luf —o°

Le cas avec courbure peut voir sa performance améliorée si la condition d’impédance
prend en compte la courbure moyenne (voir [16]). En notant c¢(x) cette derniére au point
x € 0, la condition d’impédance

v+ €e(l —ec(x)) ad,v* =0 (3.1)

nous donne & nouveau une erreur en O(e®).

Nous apportons dans cette section quelques illustrations numériques de ces vitesses de
convergence.

3.1.1 ... avec courbure

Nous sommes placés sur le domaine illustré en figures 3.1 et 3.2. Il s’agit d’une demi-sphere
Q; recouverte d’une couche mince €2 de taille € sur sa partie hémisphérique.

Le bord hémisphérique extérieur est noté I'§ et celui faisant I'interface entre parties inté-
rieure et extérieure est noté ' ; on peut les observer sur la figure 3.2. La section plane de la
demi-sphere est alors composée d’un disque : le bord inférieur de ; noté I';, ; et d’un anneau :
le bord inférieur de €; noté I'{ (voir aussi figure 3.2).

FIGURE 3.1 — Domaine de transmission 3D. FIGURE 3.2 — Domaine de transmission 3D
(vu de dessous).
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CHAPITRE 3. EXTENSION A LA DIMENSION 3

Le probléme de transmission simulé étant alors

—aAuf = f; dans €,
Aui = fo dans €,
uf = wugsurly,
adyui = —0yug sur Iy,
Oyut = Osur I UL,

ue = OsurlF.

Et le probleme avec condition d’impédance,

—aAv¢ = f; dans €,
v¢ +ead,v¢ = 0sur [,

o,v¢ = 0sur .

On remarquera que le domaine n’est pas lisse au voisinage de I'y N Iy et I'; NI'G. Ce-
pendant, de la méme fagon que pour la dimension 2 dans I’annexe C, on peut montrer par
symétrisation que la solution du probléme est réguliere au voisinage de ces cercles.

Des simulations ont été effectuées pour plusieurs valeurs de «, seconds membres et gammes
de €. Comme on peut le voir sur la figure 3.3, les résultats numériques sont cohérents par rap-
port aux attentes théoriques (méme si les pentes ne sont pas exactement 2 comme attendu).

-2.06 ‘

208"
[luf — v10,
-2.1¢ Pente=1.7957

-2.12¢

-2.14+
[[uf = oo,

Pente=1.8739 .

log

-2.16
-2.18

22

=222

_2'%3.94 -0.‘93 -0.‘92 -O.‘91 —6.9 —O.‘89 —0188 —0187 —0.‘86 -0.85

log e

FIGURE 3.3 — Evolution de Perreur entre problémes de transmission et avec condition d’im-
pédance dans le cas 3D avec courbure.
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3.1. CAS REGULIERS

Dans le cas de la condition d’impédance tenant compte de la courbure moyenne (sur la
demi-sphere de rayon 1) :
Ve + €(1 — e)ad, v =0,

nous retrouvons des résultats cohérents avec les attentes théoriques comme on peut le voir sur
la figure 3.4 (méme si, une fois encore, les pentes ne sont pas exactement 3 comme attendu).

-1.65

-1.75F

E;D-I.SS—
.19+

-1.95

Pente=2.7803

_20 L 1 L L L L
—8.54 -052 -05 -048 046 -044 042 -04 -038
loge

FIGURE 3.4 — Evolution de Perreur entre problémes de transmission et avec condition d’im-
pédance tenant compte de la courbure dans le cas 3D avec courbure.

Données utilisées pour la figure

La figure 3.3 a été obtenue pour les données suivantes : rayon de la demi-sphere €; :
Rq, = 1; épaisseur de la couche mince )¢ variant entre 0,115 et 0,14 avec un pas de 0,005;
éléments des maillages : environ 200000 tétraedres pour le domaine Qf; o = 0,5; seconds
membres : fo =0et fi = 1.

La figure 3.4 a été obtenue avec des données identiques sauf pour la gamme de € qui varie
entre 0.3 et 0.4 et le nombre de tétraedres : environ 150000.

3.1.2 ... sans courbure

Nous sommes placés sur le domaine illustré en figure 3.5. Il s’agit d’un cube ; auquel est
collée une couche mince 2§ de taille € sur sa face inférieure.

Le bord horizontal inférieur de la couche mince €)f est noté I'g, le bord horizontal supérieur
du cube €; est noté I'g et celui faisant I'interface entre parties intérieure et extérieure est noté
I';; les cotés verticaux sont notés I'J. et T/ pour j € {1,2,3,4}, on notera leur union I'y,.

104



CHAPITRE 3. EXTENSION A LA DIMENSION 3

L'y

I
T

F1GURE 3.5 — Domaine de transmission 3D sans courbure.

Le probléme de transmission simulé étant alors

—aAuf = f; dans €,
Aul = fo dans Qf,
uf = wugsur 'y,
adyui = —0oyug sur Iy,
dut = 0sur Iy,
ug = Osur 'quUTI.

Et le probleme d’impédance

—aAv¢ = f; dans €,
v¢ +ead,v¢ = 0sur [,
oyut = 0sur Iy,
v¢ = Osurly.

Le fait d’avoir pris des conditions de Neumann sur les bords verticaux permet encore une
fois de montrer par symétrisation (voir annexe C) que la solution est réguliere.

Une nouvelle fois, des simulations ont été effectuées pour diverses valeurs de «, seconds
membres et gammes de €. On pourra en voir une illustration des résultats obtenus sur la
figure 3.6.

Cette fois-ci, les résultats numériques ne correspondent pas aux attentes théoriques. Bien
que les pentes soient clairement supérieures & 2 comme on peut le voir sur la figure 3.6, les
pentes théoriques de 3 n’ont jamais pu étre atteintes par les simulations effectuées. Ceci peut
étre dii & un manque de précision imputable & I'importance des calculs effectués en 3D et a
la relative modestie des machines ayant servi a les effectuer, ne permettant pas le raffinement
nécessaire. Notons toutefois que, sur la figure 3.6, les erreurs sont trés petites et donc que le
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3.2. UN PREMIER CAS IRREGULIER : L’EXTRUSION DU PROBLEME 2D

52+ ¢ B .
Juf — vLe
Pente=2.3925
-S54 .
-5.6+ .
[=10)
<
-5.8¢ .
-6 [ — vJo.0; .

Pente=2.6064
6.2+ .

_64 | | | | | | | | |
-1.35 -134 -133 -1.32 -131 -13 -1.29 -1.28 -1.27 -1.26 -1.25

log e

FIGURE 3.6 — Evolution de Perreur entre problémes de transmission et avec condition d’im-
pédance dans le cas 3D sans courbure.

probleme avec condition d’impédance fournit une approximation du probléme de transmission
de bonne qualité.

Données utilisées pour la figure

La figure 3.3 a été obtenue grace aux données initiales suivantes : ¢6té du cube €); : 1;
épaisseur de la couche mince )¢ variant entre 0,045 et 0,055 avec un pas de 0,005 ; éléments
des maillages : environ 3700000 tétraedres pour le domaine X ; a = 2; seconds membres :
fe=0cet

1—exp(?—R?) si 1 <R,

0 sinon,

- - Ro.
ot 72 =22 + (2 — R)? avec R = 49‘ , ol Rq, désigne le coté du cube.

3.2 Un premier cas irrégulier : I’extrusion du pro-
bléme 2D
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CHAPITRE 3. EXTENSION A LA DIMENSION 3

3.2.1 Probléme de transmission extrudé

On effectue ici 'extrusion du probleme (1.16) dans la direction z pour z allant de -1 & 1.
On obtient donc le cube
O; =] —1,1[x]0,2[x] — 1, 1],

auquel est adjointe la couche mince
0 =10, 1[x] — €,0[x] = 1,1,

représentés sur la figure 3.7; le domaine est donc similaire & celui représenté sur la figure 3.5
a ceci pres que la couche ) ne recouvre que la moitié de la face inférieure du cube.

La moitié de cette face ([0, 1] x {0} x [—1, 1]) qui fait interaction entre €; et 2 est encore
notée I', tandis que l'autre moitié¢ de cette face ([—1,0] x {0} x [~1,1]) est notée I'Y. Les
autres faces 'y, 'y, I'J, et T'4€ sont définies comme dans le cas régulier sans courbure (voir
figure 3.5) comme on peut le voir sur la figure 3.7. On notera I', 'union des ', et I'J:€.

| I

FIGURE 3.7 — Domaine de transmission 3D irrégulier.

La formulation du probleme est légerement transformée mais n’en reste pas moins tres
similaire & celle du cas 2D (probleme (1.16)).

—aAuf = f; dans
Aul = fo dans Qf,
uf = ugsur Iy,
(3.2)
adyui = —0yug sur Iy,
oyu¢ = 0sur Iy,
u¢ = Osur 'quUIg.

S’agissant de I’extension naturelle de ce qui a été traité précédemment, il est 1légitime de
se demander ce qu’il advient des stratégies mises en ceuvre plus haut dans ce cas.

La premiere étape serait donc d’effectuer le développement asymptotique du probléeme
(3.2) et des problemes avec condition d’impédance associés. Cependant, comme nous allons
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3.2. UN PREMIER CAS IRREGULIER : L’EXTRUSION DU PROBLEME 2D

le voir plus bas, il est loin d’étre nécessaire de refaire tout le travail effectué aux chapitres
précédents.

Développement asymptotique du probleme de transmission extrudé

Comme pour le cas 2D, l'idée est d’effectuer une dilatation de la couche 2 puis, en

notant US(x,Y,z) = ul (v,y,2) avec Y = e 'y, d’introduire formellement les expressions
u§ = Z €'u' et US = Z €"Ul" dans (3.2).
n>0 n>0

On est alors censé retrouver des problemes vérifiés par UJ' et u{* similaires aux problemes
(1.18) et (1.19). Cependant, comme le seul ordre 0 nous permettra d’appréhender les diffé-
rences entre dimensions 2 et 3, nous n’avons donc pas besoin d’écrire les problemes a ’ordre
n pour le cas 3D.

En effet, a 'ordre 0, nous avons UY = 0 et u} vérifie

—ozAuiD = f; dans €,
uw) = O0surTy,
ou? = Osurly.

Or, d’apres [13], la décomposition en parties réguliere-singuliere de ce probleme est
u = 1reg+28]d0 €2+JSJ (6,(9),

ou u 1 reg

S Hm+2(Qi) et z — d?(z) S Cm+2([—1, 1]).
On voit clairement ici la structure tensorielle du terme
(1.0.2) o Bl (r)er 957 (L,6)

ol le coefficient de singularité dg du cas 2D est remplacé par une une fonction d’aréte aussi
appelée stress intensity function (dans le contexte de la mécanique des structures). Les sin-
gularités ne dépendent donc pas de z et on peut donc les remplacer par les mémes profils
¢’ que dans le cas 2D pour continuer le développement qui sera donc quasi identique & celui
effectué dans la section 1.2 ; on obtient alors ’analogue du théoreéme 1.4, la différence résidant
dans le remplacement du coefficient de singularité dg? par les dérivées j-éme d’une fonction

dépendante de z : d?(z).

Nous ne réécrirons donc pas le théoreme mais nous contenterons de donner le début du
développement : pour f € H'(Q°), la solution du probleme (3.2) s’écrit

u§ = regl+d0( )x1(r)veq ( )—i—eu [loge]—i—eurl—FOHl (e?[loge]) (3.3)

oil d°(z) est combinaison linéaire des 8jd9(z) pour j € {0,...,m}.
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CHAPITRE 3. EXTENSION A LA DIMENSION 3

3.2.2 Problemes avec condition d’impédance

Le fait que le probléme de transmission (3.2) admette un développement similaire & celui
de son analogue en dimension 2 incite naturellement & considérer les extrusions des problemes
(1.1) et (1.37). Le probleme avec condition d’impédance de type Robin admet une formulation
identique au cas de la dimension 2 :

—aAv¢ = f; dans €,
ov° = Osur Iy, (3.4)

v¢ + ead,v¢ = 0 sur ;.

A contrario, le probléme avec condition d’impédance de type Ventcel se voit modifié (ici
on note I'y =T'}). En effet, la condition de bord sur I'y devient

v¢ + el v — eZBA(%Z)vE =0.

Remarqgons que la dérivée tangentielle seconde 92 du probleme (1.37) est ici remplacée par
A(z,2), laplacien dans le plan (x, z) en opposition a la dérivée normale sur I'y qui est dans la
direction y (opérateur de Laplace-Beltrami sur I'y).

Dans le cas du probléeme (1.37), la dérivée tangentielle seconde 92 nous avait conduits
a considérer des conditions de Dirichlet ponctuelles aux points O et A. L’extrusion de ces
points meéne naturellement & considérer des conditions de Dirichlet sur les droites OT'L =
{0} x {0} x [~1,1] et OT2 = {1} x {0} x [~1,1] (voir figure 3.8).

Cependant, nous avons aussi & déterminer des conditions de bords sur les droites OI'2 =
[0,1] x {0} x {1} et OT¢ =[0,1] x {0} x {—1}; dans la mesure ot nous avons d’ores et déja
des conditions de Neumann sur les I'/, dont 9I'2 et OI't sont des bords (voir figure 3.7), il est
aussi naturel d’y prolonger ces conditions.

Nous avons donc pour probleme avec condition d’impédance de type Ventcel :
—aAv¢ = f; dans €,
ot = OsurI'y,U 8F3 U afé,

(3.5)
V¢ + eady v — eQﬁA(xyz)vE = Osurly,

v¢ = Osur [quUArluar:.

Remarque : Les conditions de Neumann posées sur les arétes OI'2 et OI't (voir figure 3.7)
peuvent 1’étre car le probleme (3.5) est posé sur 'espace variationnel

V= {we H' (%) :v(w) € H'(Ty), wlort = wlsrs = 0},

dont les éléments sont dans H'(T). En effet, cela nous permet de définir la dérivée normale
sur OI'2 et OI'* comme étant, non pas celle par rapport §; qui n’est pas définie sur ces arétes,
mais celle par rapport a 'y, qui — elle — est bien définie. Ainsi, poser les conditions de
Neumann sur les arétes OI'2 et O+ fait bien sens.
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3.2. UN PREMIER CAS IRREGULIER : L’EXTRUSION DU PROBLEME 2D

1 or?

v

or?

v

or!

v

1 6F4

v

FIGURE 3.8 — T’y et ses bords en dimension 3.

Développements asymptotiques des problémes avec condition d’impédance
extrudés

Ce que l'on a vu pour le cas du probleme de transmission est aussi valable pour les
problemes avec condition d’impédance extrudés : les développements asymptotiques sont
identiques & leurs homologues du cas 2D (voir théoremes 1.2 et 1.7) a la différence du rem-

placement du coefficient de singularité ¢* par une fonction de singularité ¢*(z).

Nous avons donc pour le cas Robin
Ve = v?eg + (2)x1(r)Vep® (:, ¢9> + ev}p [log €] 4+ ev! + Om (e% [log e]) , (3.6)
et pour le cas Ventcel

v = g+ oD (Ve (£.6) + entllogd + ol + O (llogd) . (3.7)

3.2.3 Améliorations des erreurs entre probléemes de transmis-
sion et avec condition d’impédance

Du fait que les développements asymptotiques de nos probléemes soient de méme structure
en 3D qu’en 2D, il en va de méme pour les erreurs commises entre probléme de transmission
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CHAPITRE 3. EXTENSION A LA DIMENSION 3

et probléme avec condition d'impédance — O(e[loge]) pour Perreur L? et O(y/€) pour les
erreurs H' et L™ ; autrement dit, les théorémes 1.5 et 1.8 sont encore valables en dimension
3 (résultats confirmés numériquement, voir figure 3.9). Les stratégies mises en ceuvre au
chapitre 2 fonctionnent alors théoriquement dans ce cas-1a aussi. Nous allons voir dans les
paragraphes suivants ce qu’il en est de leur mise en pratique.

[luf — v [0 _
Pente=0.4116 >=

34 s — v o,
...‘....‘.............4......‘... .o

_3'8—1 -0.95 -09 -0.85 -0.8 -0.75 -0.7 -0.65

loge

FIGURE 3.9 — Evolution des erreurs entre problémes de transmission et et avec condition
d’impédance en fonction de € pour o = 2 en 3D.

Conditions d’impédances de type Robin a coefficient variable et de Ventcel
et correction de ’erreur >

Comme on peut le voir dans les développements asymptotiques (3.3), (3.6) et (3.7), les
profils du 3D sont en fait ceux du cas 2D. Comme les techniques visant & corriger 'erreur
L? ne demandaient qu’un travail sur les profils, ces techniques s’appliquent directement au
cas 3D. Précisément, les calculs des po et 8 optimaux se faisaient a partir des profils; ces
derniers ne dépendant pas ici de z, il en va de méme pour pe et § (contrairement a ce a quoi
on pouvait s’attendre a priori). Il n’y a donc aucun travail supplémentaire a fournir, on se
reportera au chapitre 2 sous-section 2.1.1 pour les détails.

Condition d’impédance de type Robin a coefficient variable

Pour ce qui est de la méthode de la condition d’impédance de type Robin a coefficient
variable, rappelons que l'idée est d’approcher la solution du probleme (3.2) par celle du
probléme
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—aAv¢ = fi dans €,

vt = O0surly,

¢ + € (QC) ot = Osurl}y,
€

ol «, est la fonction définie sur la figure 2.1 dont on joue sur le parameétre p, afin de maxi-
miser la vitesse de convergence.

On peut voir sur la figure 2.12 que le p optimal donné par les profils est d’environ 0.2
pour a = 0,5. En dimension 2, on avait observé sur la figure 2.17 une augmentation de la
vitesse de convergence pour p, proche de 0,2; on peut constater sur la figure 3.10 que le
méme phénomene est valable en dimension 3.

1.8
1.6~
1.4+
1.2+
>
i) Erreur L?
s 1
5}
[a W)
0.8+ B
0.6- f
1
02 L L L L 1 L 1
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045
,0-

FIGURE 3.10 — Evolution de la vitesse de convergence entre problémes de transmission et
avec condition d’impédance en fonction de p, en 3D.

On a donc une confirmation numérique de 'efficience de la méthode de la condition d’im-
pédance de type Robin a coefficient variable dans le cas de la dimension 3.

Condition d’impédance de type Ventcel

Rappelons que 'idée est d’approcher le solution du probléme de transmission (3.2) par
celle du probléme (3.5) avec une vitesse de convergence accrue grace a un jeu sur le parametre

B.

On peut voir sur la figure 2.19 que le g optimal donné par les profils est d’environ 0.2
pour o = 0,5. En dimension 2, on avait observé sur les figure 2.20 et 2.21 une augmentation
de la vitesse de convergence pour 3 proche de 0,2; on peut constater sur la figure 3.11 que le
méme phénomene est valable en dimension 3.
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1.8

1.6

Erreur L2

14-
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0.8 Erreur H'
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0.6 I I I I I I
0 0.1 02 03 04 05 0.6 0.7
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FIGURE 3.11 — Evolution de la vitesse de convergence entre problémes de transmission et
avec condition d’impédance en fonction de 5 en 3D.

La encore, nous obtenons une confirmation numérique de 'efficience de la méthode de la
condition d’impédance de type Ventcel pour la dimension 3. On pourra remarquer que les
pentes empiriques surpassent les attentes théoriques sur la figure 3.11; en particulier, pour
B = 0 qui est ’équivalent du cas p, = 0 sur la figure 3.10 — autrement dit, I’équivalent
sur probleme avec condition d’impédance simple —, on peut constater que les pentes sont
significativement plus élevées que pour son homologue de la figure 3.10. Une explication pos-
sible serait que les conditions de Dirichlet supplémentaires du probléme (3.5) inhérentes a la
condition de Ventcel aient réduit a priori la différence entre u{ et v°.

Données utilisées pour les figures
Les figures 3.10 et 3.11 ont été obtenues avec les données suivantes : € épaisseur de la couche
mince (2§ variant entre 0,1 et 0,15 avec un pas de 0,01 ; éléments du maillage : environ 600000
tétraedres; a = 0,5 ; seconds membres : f, =0 et

1—exp(>—R?) si <R,

0 sinon,

Méthode de plaquage des profils et correction des erreurs H! et L™
Comme nous ’avons vu au chapitre 2 sous-section 2.1.2, la méthode de plaquage des profils

consiste a approcher la solution de (3.3), non pas par la solution d’un probleme d’impédance,
mais par le début de son développement asymptotique :

,
0 = g + P r(r)Ved? (£.6).
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avec pour erreurs comimises
€ € € €
Juf —willi,0, = O(€) et [Juf — wioo,0 = O(e€).
On avait vu alors que nous avions besoin de deux choses : approcher numériquement ¢°

et calculer d°. On vient de voir que pour les profils, rien ne changeait ; reste donc & voir
comment calculer z — d°(2), au travers de formules d’extraction.

Calcul de z — d°(z)

En dimension 2, on avait obtenu d® grace au lemme 2.3 ; ce lemme admet une extension
au cas de la dimension 3.

L’idée est de se ramener a la dimension 2 en « découpant §2; en tranches dans la direction
z », pour cela on pose

Qi(20) = {(z,y,2) €Y z=20}.
On définit w* alors comme étant la solution de
A gw* = A g)s" dans Qi(20),
ow* = 0sur I'yN{z =2},
w* = Osur (IUTq)N{z =2},

sf=—xi1s 1= Xli sin (9) :
NG 2

On peut ainsi énoncer le lemme :

Lemme 3.1. Pour tout z,

Remarque : Si f; est tensorielle dans le sens ou : fi(r, 6, z) = g(r,8)h(z) alors

™

0(2) = — T s  —w*)(r, 0).
PE) = hE) [, o0 w0

Puisque le domaine est homogeéne dans la direction z, le calcul de la fonction de singularité
ne pose alors pas plus de difficulté que le cas de la dimension 2.

Si f; n’est pas tensorielle dans le sens décrit ci-dessus, alors le calcul de z + d"(2) peut
s’avérer fastidieux et il peut étre plus judicieux d’effectuer 'approximation d’une autre ma-
niere.
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Approximation de z — d°(z)

On va ici utiliser les techniques déployées dans [12, 30] (voir aussi [35]). La partie théorique
de ces techniques est contenue dans [12]; [30] en contient un résumé ainsi que des exemples
d’applications. Nous en expliquerons les grandes lignes et laisserons le lecteur intéressé s’y
reporter.

On part du constat que z + d°(z) est suffisamment réguliere. L’idée consiste alors &
approcher z — d°(z) par le début de son développement en série dans une base adéquate.
En prenant z € [—1, 1], nous nous sommes placés dans le cas de [30] ou la base en question

P

nous est donnée : il s’agit de la famille des polynomes de Jacobi Jp,’, de degré k, vérifiant la

relation d’orthogonalité

1
/ JE (1 — 22ymdz = 68y,
—1

pour m € N et hy € R.
Comme [30] nous fournit un certain nombre de résultats supplémentaires dans le cas
m = 2 et que celui-ci s’avere satisfaisant compte tenu de notre objectif, nous supposerons par

la suite m = 2 et noterons J*) = Jék) afin d’alléger les notations. Notamment, nous avons

1 P (k4 1+ 4)!
(k) _ 1)
TH() k:2+7k+12§2ll!(k—l)!(l+2)!(z ) (3:8)
et
25(k + 1) (k + 2
= 2k DEF) (3.9)
(2k+5)(k+3)(k+4)
L’application z +— d°(z) se décompose dans cette base de Jacobi sous la forme
d* =" dp ", (3.10)
keN
et si I’on note
N
dy =" d g™,
k=0
alors on a
|d° — d%| = O(zN*Y).
Les coefficients d peuvent alors étre obtenus grace au produit scalaire :
Lot o w 212 Lo k)
dk:—/dj (1—z)dz:/dBJ dz, (3.11)
hi J-1 —1
en notant
J®)
ng) = (1= 22)277 (3.12)
k

ot J*) est définit par (3.8) et hy par (3.9).
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L’enjeu consiste donc & déterminer la valeur de ce produit scalaire a partir des données
du probléme (3.2) et plus particulierement u{ qui — pour rappel — vérifie

—aAu? = fi dans 4,
o) = Osury,

u: = 0 surI}.

Une approximation de la valeur du produit scalaire de (3.11) nous est fournie dans [12]
et [30] grace a la forme bilinéaire anti-symétrique

TR (u, v) = /_ 11 /0 " (Oyuv — ud,v)|rrRAGAz, (3.13)

ol R est le rayon du cylindre [0, R] x [0, 7] x [—1, 1].

En effet, nous avons — toujours m = 2 —,
1
oJ[R)(u?, K[B®]) = / d°BWdz + OR™H),
-1
ou k k k
KIBY)(r,0,2) = BY (2)ib0(r, 0) + 02BF (2) s (r, 0), (3.14)
avec ng) défini par (3.12),

o(r,0) = gr_% sin (g) ,

T
et

s

o (r,0) = —lr% sin (g) )

Remarque : La somme définissant K[Bf,k)] comporte en toute généralité un terme d’ordre

1: GZBSk)(z)¢1 (r,0) ; cependant, nous sommes ici dans un cas particulier de [30] ou ¥ = 0.

A partir de (3.11), nous pouvons alors énoncer le lemme suivant :

Lemme 3.2. Une approzvimation de z v+ d°(z) est fournie, a partir de sa décomposition en
série (3.10), par

N
0 k
dy =" d g™,
k=0
avec comme erreur coOmmise

|d° — dy| = O(zNHH).

Les coefficients dj, peuvent étre approchés a partir du produit scalaire défini en (3.13)
selon la formule suivante :

di = aJ[R](uf, K[B"]) + O(R?),
avec K[ng)] défini par (3.14).
Selon [30], erreur commise entre d et d° peut étre de I'ordre de 1% (ou moins) pour
R ~ 0,1 dans le cas ot d° serait en réalité un polynome. Cette erreur (pour le méme ordre

de grandeur de R) peut s’avérer toutefois de l'ordre de 10% dans le cas ol d° aurait un
comportement raide aux voisinages de —1 et 1 ou si le degré du polynéme n’est pas suffisant.
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Mise en ceuvre

La mise en ceuvre numérique n’a pas fournie pour l'instant les résultats escomptés. Plu-
sieurs facteurs entrent en ligne de compte.

Concernant I’application de la méthode d’approximation de z — d°(z), celle-ci s’est avérée
instable. Lors des tests, des fonctions comme z + (22 —1)? ont été approchés avec une erreur
d’environ 2% tandis que d’autres comme z +— cos(z7) l'ont été avec une erreur d’environ
20% voire plus comme z + (22 — 1) qui cumulait 60% d’erreur. D’une part, [30] prévenait
de la possibilité d’erreurs importantes aux voisinages de —1 et 1, ce qui a pu étre observé
dans certains cas; d’autre part, les calculs en 3D étant trés couteux, il n’a peut étre pas
été possible de raffiner le maillage suffisamment, ce qui aurait impacté la précision de nos
approximations. Enfin, il est toujours possible que des erreurs de codage aient été faites et
soient restées introuvées.

Concernant les autres étapes de la méthode de plaquage des profils, les erreurs dues —
encore une fois — a un possible manque de raffinement des maillages sont venues s’ajouter
a celle faites lors de I’approximation de z — d°(z). Notons aussi que nous retrouvons une
difficulté du cas 2D, celle d’approcher les profils (voir chapitre 2).

Ces erreurs cumulées ont invalidé jusqu’a présent l’espoir d’une application fiable de la
méthode. Toutes les simulations ont montré une grande instabilité des erreurs commises,
I’évolution des erreurs n’étant méme pas monotone en fonction de e.

3.3 Un deuxiéme cas irrégulier : une singularité co-
nique

On présente dans cette section quelques résultats numériques obtenus dans le cas d’un
domaine comportant une singularité de type conique d’angle w; la figure 3.12 représente une
coupe de ce domaine selon le plan (O, x, z).

FI1GURE 3.12 — Coupe 2D d’un domaine 3D comportant une singularité conique.
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Le domaine peut étre convexe (w €]0,7]) —il a alors la forme d’une « goutte » —, ou non
(w €]m, 27]) — il a alors la forme d’une « pomme ». Ceci peut s’observer sur les figures 3.13
et 3.14 représentant des maillages de ces domaines dans les cas convexe et non convexe.

FIGURE 3.14 — Maillage d’'une « pomme ».

Fi1GuRrE 3.13 — Maillage d’une « goutte ».

On s’intéresse alors ici au probléme de transmission ci-dessous a gauche et a son approxi-
mation par le probleme avec condition d’impédance de type Robin ci-dessous a droite.

—aAuf = fi dans Q, —aAvt = f; dans (),
(3.16)
—Aug = fe dans € V¢ +ead,v® = Osurl}.
e e’
uj = ugsur I, (3.15)
adyuf = —0yuf sur I'y,
ug = OsurI§.

Nous ne construirons pas le développement asymptotique de u¢, le procédé est le méme
qu’au chapitre 1 : a chaque étape des singularités apparaissent et doivent étre remplacées
par les profils associés; nous devrions donc obtenir un développement ayant la méme forme
que dans le théoreme 1.4. La question qui se pose est : quels sont les premiers exposants de
singularité \; et de singularité duale A_; associés a ce probléme ? En effet, au vu des travaux
effectués dans [34] et au chapitre 1, on devrait avoir comme estimation d’erreur entre les
solutions du problémes de transmission et avec condition d’impédance :

. . 3

0O (Gmln(2,)\1*/\—1)[]og 5]) sio A > —57

o = 5 (3.17)
0 (6min(2,/\1+%)[10g 6]) oA < -3

[Juf — ]
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et
luf = vl = O (@XM +2)[log d]) . (3.18)

Remarques :

— L’estimation sur 'erreur H' se fait sous la condition \_; < —= mais, comme nous
pouvons le voir dans le tableau plus bas, celle-ci est toujours satisfaite.

— Une condition d’impédance tenant compte de la courbure du domaine comme la condi-
tion (3.1) permet d’améliorer les estimations d’erreurs (3.17) et (3.18) en remplagant
les 2 présents dans les min par des 3.

Les valeurs de Ay — ainsi que celles de A\_; — se calculent & partir de la premiére valeur
propre pp du laplacien-beltrami sur une calotte sphérique d’ouverture w; la valeur propre
1 étant elle-méme calculable modulo les zéros de fonctions de Legendre. On a alors, en

A —_ :l:
+ ‘I /J/ .

On remarquera d’ailleurs la relation
Ao =—-X\ — 1.

Le tableau suivant nous donne les valeurs de A1, A_; et ordre de convergence entre pro-
blémes de transmission et d’impédance pour quelque valeurs remarquables de w :

[ [ [ [ 27 3T am 5T

5 6 5 4 3 3 3 1 5 6 T
A 4,08 | 3,31 | 255 | 1,77 | 1 | 0,6 | 0,47 | 0,39 | 0,35 | O
A1 | -5,08 | -4,31 | -3,55 | -2,77 | -2 | -1,6 | -1,47 | -1,39 | -1,35 | -1

Pour plus de valeurs de Aj, un graphe est disponible dans [13].

3.3.1 Probléme limite et visualisation de )\;

Le premier terme des développements asymptotiques de u€ et v, solutions de (3.15) et
(3.16), est la solution du probleme limite ci-dessous :

—aAu® = f; dans €,
(3.19)
w? = Osurly.

La théorie des problémes & coin nous dit que u® se décompose en parties réguliere et
singuliere :
0 0 A
U™ = Upeg +cr 1¢)\1 (07 (10)7
ou (r,0,¢) désigne les coordonnées sphériques, ¢y, une application dépendante de A\; (non
nécessairement explicite) et ¢ une constante.

Avec un second membre nul proche du coin, on peut s’attendre a ce que le comportement
de u¥ proche du coin soit dicté par la singularité, i.e. que u” se comporte comme 7! lorsque
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r est proche de 0. Ceci a été vérifié numériquement pour diverses valeurs de w comme on peut
le voir sur le tableau suivant, ou la valeur de A; est estimée par ajustement asymptotique a

la fonction r — crt.
w z T T [ 2m 3T im S
2 6 5 4 3 3 4 5 6
A1 () | 4,02 | 3,29 | 2,27 | 1,44 | 0,54 | 0,41 | 0,39 | 0,35

Cela nous permet d’observer effectivement 'influence de 'ouverture w du cone sur le
comportement de la solution et nous donne une base solide sur laquelle continuer nos calculs.

Mise en ceuvre de ’extraction

Les calculs de u? ont été effectués avec f; = X{r>0.5} comme second membre et environ
450000 tétraedres par maillage. Une fois récupérées les coordonnées des sommets du maillage
et les valeurs de la solution en ces points, ces-dernieres sont filtrées de facon a ne conserver
que celles qui sont proches du coin et pas trop petites (> 1076), autrement dit, pas trop trés
du bord (sur lequel la solution s’annule et donc sur lequel on ne verrait pas grand chose). On
trouve ensuite A1 par régression linéaire.

3.3.2 Comparaison numérique des problemes de transmission
et d’impédance

Les simulations visant a vérifier numériquement les vitesses de convergences attendues
ne se sont pas avérées satisfaisantes. En effet, les vitesses de convergence données par (3.17)
et (3.18) n’ont jamais pu étre atteintes (que cela soit pour l'erreur L? ou H'). Ceci peut
s’expliquer par plusieurs facteurs.

Le premier serait le manque de précision sur les calculs ; en effet, les meilleures simulations
donnaient & peine des erreurs relatives entre impédance et transmission de 'ordre de 5% et
il n’a pas été possible de raffiner plus les maillages sans arriver a saturation mémoire de la
machine.

Le second rejoint le premier, peut étre que les gammes de € testées n’étaient pas assez
petites ; par manque de précision, il n’a pas été possible de prendre € plus petit que 1072 sans
observer une perte totale de convergence entre les solutions des deux problémes.

Le troisieme est que — au vu des valeurs de A\; et A_; — les vitesses de convergences
attendues étaient peut étre trop grandes pour pouvoir étre observées. On peut observer sur
la figure 3.15 que le maximum de 'erreur n’est pas atteint a proximité de ’origine dans le
cas convexe; il faut étre dans le cas non convexe pour que cela devienne visible comme sur
la figure 3.16.

Ce phénomeéne a aussi été observé dans des cones de révolutions, lesquels contiennent
aussi une singularité d’aréte en plus de celle du coin. En effet, comme on peut le voir sur la
figure 3.17, 'erreur maximale n’est ni atteinte au coin ni a proximité de I’aréte mais bel et
bien au milieu du cone la ou le domaine est régulier.
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FIGURE 3.15 — Différence entre impédance FIGURE 3.16 — Différence entre impédance
et transmission sur la goutte (échelle : et transmission dans la pomme (échelle :
2.107% en bleu, 5.107% en vert, 7.107% en 2.107° en bleu, 5.1073 en vert, 1072 en
jaune, 1073 en rouge). rouge).

FIGURE 3.17 — Différence entre impédance et transmission dans un cone (échelle : 4.107? en
bleu, 1073 en vert, 3.1073 en rouge).

3.4 Conclusion et perspectives

Nous avons abordé dans ce chapitre ’approximation du probléme de transmission par
celui avec condition d’impédance dans diverses situations de la dimension 3.

Les deux premieres d’entre-elles sont les cas réguliers avec et sans courbure. Nous y avons
observé que les développements asymptotiques sont identiques au cas 2D. Des simulations ont
été effectuées et ont montré que les vitesses de convergence empiriques sont cohérentes avec
les estimations théoriques. Notons toutefois un bémol pour le cas sans courbure qui — bien
que donnant de meilleurs résultats que le cas avec courbure — reste assez loin des attentes
théoriques.

La troisieme situation abordée est celle du cas 2D des chapitres précédents extrudée en
un probleme 3D. Nous y avons vu que les développements asymptotiques s’effectuent de la
méme fagon que dans le cas 2D (avec les mémes profils) a ceci prés que les coefficients de
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singularité sont remplacés par des fonctions de singularité. Cela nous a permis de mettre
facilement en ceuvre les méthodes de correction de Ierreur L? : I'utilisation de conditions
d’impédance multi-échelle de type Robin et de type Ventcel. Ces dernieres se sont avérées
aussi performantes qu’en 2D et ne demandent pas de travail supplémentaire. La mise en ceuvre
de la méthode de plaquage des profils nécessite, elle, un travail supplémentaire : I'extraction
de la fonction de singularité. Cette extraction a fourni des résultats trés variables (tantot
bons, tantdt mauvais), ce qui est sans doute 1'un des facteurs de I'inopérabilité actuelle de la
méthode ; notons toutefois que d’autres facteurs entrent en ligne de compte. Il faudrait donc
travailler plus en amont afin d’en déterminer les causes et les corriger.

Passons a quelques perspectives. La premiere serait donc d’attester numériquement de
Iopérabilité de la méthode plaquage des profils. La seconde sera naturellement 1’étude du cas
d’un domaine comportant une singularité de type conique, lequel a été abordé succinctement
ici. Ceci nécessitera de construire les développements asymptotiques des différents problemes
et des profils qui y sont associés. On pourra ensuite s’intéresser a 'adaptabilité des diffé-
rentes techniques proposées au sein de cette these ; celles-ci devraient s’avérer opérationnelles
a condition de pouvoir calculer explicitement certains termes des développements asymp-
totiques comme nous ’avons fait au cours de cette these. La troisieme étape sera alors de
fusionner les deux cas précédents et donc d’avoir une singularité de type coin-aréte. Finale-
ment, on pourra étudier d’autres problemes (Lamé, Helmholtz, Maxwell...) pour chacune des
géométries possibles.
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Chapitre 4

Construction et étude des profils

Ce chapitre, auto-contenu, peut étre omis en premiere lecture par le lecteur familier avec
ces objets. Il contient 1’étude des profils des problémes auxquels nous nous intéressons et plus
particulierement de leurs comportements a l'infini. Par exemple, le profil du probleme avec
condition d’impédance de type Robin vu en section 1.1.2 :

alAp! = 0 dans O,
Oypl = 0sur ',

pl +ad,pl = 0sur '™,

pl ~ s/ lorsque r — +oo.

La construction des solutions des problemes de profils se fait de facon itérative a partir de
la singularité s7 ; les termes suivants s/ ayant un comportement & l'infini négligeable devant
elle. Les premiers termes du développement de p’ & I’infini ne sont pas obtenus par la théorie
variationnelle mais itérativement et complétés a l'aide d’un reste. A partir d’un certain rang
— qui peut étre déterminé explicitement — le reste du développement de p’ a l'infini peut
étre traité variationnellement et on a alors la décomposition :

p’ = s/ + termes non-variationnels + terme variationnel.

L’étude du comportement a 'infini du reste est effectuée a ’aide de la transformée de
Mellin et des espaces a poids de Kondrat’ev. Des résultats sur la régularité elliptique des
profils nécessaires mais tres techniques pourront étre trouvés dans 'annexe E qui leur est
dédiée.

L’étude du profil pour le probleme avec condition d’impédance de type Robin a été pré-
sentée succinctement dans [11], elle apparait ici de fagon plus détaillée, notamment grace aux
techniques employées dans [34] dont il s’agit d’une adaptation & un cas plus simple. Le lecteur
profane en la matiere pourra donc trouver ici 'occasion de s’initier.

L’étude du profil du probléme de transmission est calquée sur son analogue de [34]; il ne
s’agit en fait que d’un cas légerement différent. En conséquence, cette partie est plus succincte
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et vise a présenter les différences avec le profil d’impédance et celui de [34].

La partie sur le profil pour le probléeme d’impédance avec condition de Ventcel est le cas
réellement nouveau de ce chapitre bien qu'un cas similaire ait été étudié dans [6]. Malgré le
fait que les techniques employées & son étude soient les mémes que pour les cas précédents,
I’apparition d’une dérivée tangentielle seconde dans une condition de bord requiert un cer-
tain nombre d’adaptations. Il peut étre préférable de bien comprendre au préalable 1’étude
du profil du premier probleme avec condition d’impédance avant de se plonger dans celle-ci.

4.1 Profils du probleme avec condition d’impédance
de type Robin

4.1.1 Introduction et définitions

Avant de pouvoir réellement introduire I'objectif de cette partie rappelons que Q2 est le

demi plan représenté sur la figure 4.1 et que (r, ) désignent les coordonnés polaires centrées
en O.

FIGURE 4.1 — Domaine des profils du probleme avec condition d’impédance de type Robin

Nous avons vu lors du développement asymptotique de la solution du probleme d’impé-
dance v¢ (voir section 1.1.2) que des singularités s/ apparaissaient dés la premiére étape et
bloquaient la poursuite du développement. Afin de contourner ce bloquage et de poursuivre
le développement, nous avons été conduits a remplacer ces singularités s/ par des profils p.
Ces profils ont pour définition :

Définition 4.1. On nomme profil du probléme avec condition d’impédance de type Robin la
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solution du probléme '
alApl = 0 dans Q°,

Oypl = 0 surl',
(4.1)
pl+ad,pl = 0 surT™,

pl ~ s lorsque r — +o0,

. . 1
s (r,0) = i3 sin <(j + 2> 0) . (4.2)
Remarque : s/ est solution de
As’ = 0 dans Qf°,
0,87 = 0sur I', (4.3)
s/ = 0sur ™.
La compréhension de leur comportement a l'infini est cruciale pour la construction du
développement asymptotique du probléme d’impédance (comme on a pu le voir par exemple

dans la démonstration du lemme 1.1). Précisément, le profil se décompose en deux parties :
« sur-variationnelle » (ou non-variationnelle) et « sous-variationnelle » (ou variationnelle).

4.1.2 Existence et unicité de solutions variationnelles au pro-
bléeme de type profil

Les problemes variationnels de type profil d’impédance sont de la forme :
—aAu = f dans Q°,
Ou = 0surI'y, (4.4)
u+ad,u = gsur I

Contrairement au probléme (4.1), le probléme (4.4) ne contient pas de condition sur le
comportement a I’'infini de ses solutions mais des données au second membre.

On introduit I’espace variationnel associé a ces problemes :

Vo= {v € Li (°) : Vv e LX), v|re € L*(T)].

Afin de pouvoir utiliser le lemme de Lax-Milgram pour montrer I'existence de solutions
au probleme (4.4), il faut d’abord montrer que V; est un espace de Hilbert ; c’est 'objet de
la proposition suivante.
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Proposition 4.1. V, munt du produit scalaire

(u,v):a/ Vu- Vv + uv
7 e

est un espace de Hilbert.

Démonstration. Soit (vy,), C V: de Cauchy. Alors (Vuy,), et (vn|re), sont de Cauchy dans
L?(05°) et L*(Te°). Elles convergent donc : Vv, — w dans L*(Q{°) et vy|pee — u dans
LX),

Notons Qp = Q° N B(O, 1) et g = I'® N B(O,1p). L’inégalité de Poincaré-Friedrichs
nous donne :
vl 1) < Co (HV%HL%QO) + H’UnHL2(r0)) , Vn €N,

ou Cy ne dépend que de 1.

On en déduit que (v,), est de Cauchy dans H'(Qp). Il existe donc vy € H' () tel que
vp, — vo dans H(Qp) et Vg = w|q, et volr, = ulr,-

Supposons que nous ayons construit par ce procédé vy et vg sur 1 C Q9. Alors vo = vy
sur £21. En effet, comme Vv, = Vvy = w sur €21, on en déduit que v; — v est constante p.p.
dans €. Or v; = v = u sur I'?°, par théoreme de trace on en déduit que vy = v sur ;.

On peut alors étendre cette construction a €2°. O

Théoréme 4.1. Soient g € L2(TX°) et f € L (°) telle que (1 +1)f € L*(Q°). Alors il
existe une unique solution a (4.4) dans V.

Démonstration. La formulation variationnelle attachée au probleme (4.4) est

a(u,v) = (F,v)

avec
a(u,v):a/ Vu-Vov+ uv
7 e

et

<F’U>:/§>cfv+/1"$ogv'

La forme bilinéaire a est clairement continue et coercive pour la norme de V;. Reste a voir
que la forme linéaire (F,.) est continue. A cause de la définition de V;, on ne peut pas majorer
directement l'intégrale sur (2>° par une inégalité de Cauchy-Schwarz puisque v n’est pas dans
L?(9°) en général ; il faut introduire des poids adéquats. On a

v
147

+ gl 2 (reey [Vl L2 (poey -
. ey vl 22 ree)

(B < 11+ P e |

126



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION ET ETUDE DES PROFILS

v
1+7r

Or H < Cv|lv,- En effet,

L2(95°)
0
v(r,0) = v(r,0) +/ Opv(r, 7)dT
0

d’ou

v(r, 0)? v(r,0)? 1 4 ?
(1(+ 7’))2 = 2 ((1(+ r))2 METE Vo Oaulr, T)dT] )

v(r,0)? 1 &
< 27T< (1(+7))2 o |89v(7",7)|2d7>.

On en déduit que

T 2
/ / v 0 do < on / / rdrdd + / / / 89MT rdrdrdd
Ry Jo (1+47)2 Ry 1+r

N

< 27r2/ //89”” rdrdr
Ry Ry 1+47)2

< o2r? (|rvuiz<pgo> + V0l 2 )

< 2m?olf3,.

Donc
(o) < (10 +7)F L2y + gl 2y ) o]l

Le lemme de Lax-Milgram permet de conclure. O

4.1.3 Développement « sur-variationnel »

Avant de commencer le développement, nous avons besoin d’introduire de nouveaux es-
paces fonctionnels.

Définition 4.2. On nomme SM(Q°) et SMNT'X°) les ensembles ci-dessous :
L
S)‘(Qioo) = {u s ou(r,0) = r)‘Zlogl ri(0), ¥ € COO([O,W])},
=0
et
SMIE) = {ulre = we NG}
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Pour obtenir un développement & l'infini de pJ, on va formellement insérer dans (4.1)
I’expression suivante :

+o0

> "

n=0

otl, pour tout n, pi™ € S 3+ “(05°). Le terme ayant la puissance dominante de 7 de la somme

. . 17, .
est p¥ qui, comme s/, est dans S217(02%°). Plus n est grand, plus la puissance de r du terme
pl™ est petite. Ainsi cette somme se comportera bien comme s’ en l'infini.

On obtient

N .
Z aApl™ = 0 dans f°,
n=0

N .
> opl™ = 0surI'Y,
n=0

—+00

S P+ adpl™) = 0sur I,

n=0

Intéressons nous a la somme sur I'°. Puisque 9, = 7719y, le terme 9, pl™ appartiendra &
1, - . 1,
S2 177 1(Q) et donc 9,pP" ! appartiendra & S2H7(Q®). L’idée est donc de regrouper
les pi™ avec les 9,p™ ! qui appartiennent au méme espace :

+00 400
Y P+ ad,pl" =p+ Y (Pl + ad,pl" ).
n=0 n=1

Le découpage en deux de cette somme incite a considérer la suite problémes :

Api? = 0 dans Q5°, Api™ = 0 dans QX
o,pl0 = 0sur 'L, (4.5) oplm = 0sur I'L, (4.6)
p? = 0sur I'®, Pt = —ad,p" ! sur I'ee.

Proposition 4.2.
1. Les fonctions de la forme cs?, ¢ constante, sont solutions de (4.5).

2. Les fonctions de la forme
n

pg,n _ Z C(l)pzfl(nfl)

=0
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sont solutions de (4.6) ot O = 1 et les pﬁ"“”‘” € S%+j_”(ﬂi°°) sont construits
itérativement comme étant solutions de

Ap‘g(l) = 0 dans Q°,
8,piV = 0 surT, (4.7)
p{'(l) = —aa,,p{(lfl) sur 'S,

pour 1 > 1 et p{(o) = s/. En particulier, pJ™ € S%“_"(Qfo).

Démonstration.

1. C’est évident au vu du probleme (4.3).

2. La preuve de ce lemme est principalement contenue dans [23], elle est aussi abordée
dans [11]. I s’agit d’'une démonstration par construction ; nous ne la referons pas dans
son entiereté mais donnerons les grandes lignes de la construction du premier terme
pll pour j = 0. En effet, d'une part, cela simplifie les calculs mais ne change rien
a 'idée de la preuve, d’autre part nous en aurons besoin dans les chapitres suivants.

Remarquons toutefois que si les pi "

appartiennent a S gHin (92°), alors pl™ aussi.
Commencgons par construire p°M) tel qu’il soit solution de (4.7) :

Ap?(l) = 0 dans QF°,

8,ptM = 0sur I, (4.8)

p?(l) = —ad,s’ sur ree.

Cherchons des solutions de la forme

p(r,0) = —=((0) + ¢(0) logr).

S

En calculant Ap, nous aboutissons a

" ]_ " ]_
Ap=r"2 (go +Zcp—w+ {1/1 +41/1] logr).
Comme, sur I'Y°,
_ 1
0,80 = —r19ys” = —2\/77,
on en déduit que, pour qu’une fonction de la forme de p soit solution de (4.8), ¢ et ¥
doivent vérifier les équations différentielles suivantes :

Yk = Oswloal o e = w0l
¥(0) = 0, (4.9) 0(0) = %, (4.10)
= ¢(m = 0
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Les solutions de (4.9) sont de la forme ¢ (6) = csin (Z) avec ¢ € R. On a alors un

second membre & (4.10) dont les solutions sont de la forme ¢(0) = c¢(m — ) cos (Z) et

o
grace aux conditions de bords on obtient ¢ = o
m

On a donc construit — et retrouvé la formule de [11],

1 0 0
p°D(r,0) = %W ((77 — ) cos (2) + sin (2) log r) ,
qui est bien solution de (4.8) et appartient a S _%(Qf’o), ce que 'on souhaitait.

En posant, avec A ¢ R,
PO = 0+ I,

on a bien pY'! dans 87%(9?0) solution de (4.6) pour j = 0 et n = 1. En effet, sur I'?°,
st =0et pg(l) = —ad,s® donc p¥! = —ad,p0.

O]

Remarque : Notons qu’il n’y a pas unicité des solutions de (4.5) et (4.6), en effet n’importe
quelle solution a laquelle on ajouterait cs’~™ avec ¢ constante serait encore solution.

De facon plus visuelle, on a un développement triangulaire inférieur dont la diagonale est
composée des singularités :

pgvo = C(O)S]
pil = pJ(l)_i_Cj(l)s]fl
pi? = p¥(2)+cj(1)pa 1) 4 i(2) gi—2

. 0(1 . s 1o .
On remarquera de plus que la construction de pr( ) aura nécessité lintroduction d’un
terme polynomial de degré 1 en logr. Ceci se généralise dans les constructions des itérées

(n)

suivantes et on a alors que p!'"” — et donc p/™ — sont des polynomes de degré au plus n en

log .

Nous allons & présent délaisser le cadre des séries formelles pour regarder ce qui se passe
si I'on cherche & écrire p/ a I'aide d’un reste. Pour des raisons d’intégrabilité sur I'® que nous
verrons plus bas, ceci nécessite l'introduction de la fonction de troncature radiale yo (voir
définition 1.1) . On écrira donc p! sous la forme

N
=50 Y pn P,

n=1
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Si s/ n’est pas concernée par la troncature yo, c’est parce qu’elle ne pose pas de probléme
d’intégrabilité sur I't® puisque s/|p = 0. Par construction des p/™ et parce que xo et 0,
commutent — puisque xo est radiale —, nous aurons cette fois-ci sur I'%° :

N N
> (T +ad,) (xopl™) = x0 >_(PE™ + adupl™ ) + x000,pl™ = x0a0,pl".
n=0 n=1

En effet, les conditions sur I'S® des problémes (4.5) et (4.6) font que nous avons alors une
somme télescopique dont seul le terme d,p5" n’est pas annihilé. Pour que cette formulation
de p] vérifie les trois premieres conditions de (4.1), PV doit vérifier :

N
aAPHN = —aA <X0 Zpﬁ") dans €7,
n=1

. 4.11
o,PIN = 0sur ', (4.11)

PN 409, PPN = —axed,piN sur '

Contrairement aux deux problémes précédents, nous allons considérer (4.11) de facon va-
riationnelle. C’est cette approche qui va déterminer jusqu'ou N doit étre poussé.

Le second membre
N .
-A (Xo > M”)
n=1
est a support dans [Ry, R1] x [0, 7]. Ce n’est donc pas lui qui contraint notre approche.
La contrainte vient de x0,p*". En effet, pour pouvoir appliquer le lemme de Lax-

Milgram, il faut que ce dernier appartienne a L?(I'>). Une question qui se pose naturellement
est alors : pour quels A a-t-on yoS*(28°) C V; 7 Clest I'objet du lemme suivant.

1
Lemme 4.1. On a xoS*(Q®) C V; pour A < —5

Démonstration. Par définition de S*(£°), le comportement en I'infini de ses éléments est régi
par 7. Par définition de V;, — et puisque X0|[o, Ro] = 0, il faut donc regarder pour quels A on a :

+oo too
/ r2A=Dpqr < +o00 et / r?Adr < +00.
Ro Ro

Les deux conditions ci-dessus sont remplies dés que 2\ — 1 < —1 et 2\ < —1, donc dés que
A< —1, O
2

Comme pJV € S%‘”_N(Q?‘D) et 0, = r~10y, Opi € S%H_N_I(QSO). Ainsi, d’apres le
lemme 4.1, x09,p|re appartiendra a L?(I'°) si

1 1
S _N-1<-—-
Ity 2
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ou encore
N > j.

Pour N > j, le lemme de Lax-Milgram assure donc l’existence d’une unique solution a
(4.11) dans V;. On a ainsi obtenu la proposition suivante.

Proposition 4.3. Pour N > j, le probléme (4.11) admet une unique solution P3N dans V.
En résumé, nous avons obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 4.2. Pour N > j, le probléeme (4.1) admet une solution qui se décompose sous la
forme

N
pl = s 4+ xo Zp;’" + Pr]’N (4.12)
nl variationnel

sur-variationnel

ot les pi™ € S%H*N(Qioo) sont solutions de (4.5) et (4.6) et PPN €V, solution de (4.11).

Notons ici qu’il n’y a pas unicité de la décomposition de p/ dans la mesure ou il n’y pas
unicité des solutions de (4.5).

Le comportement & I'infini des p/™ est connu. Reste & voir celui de P7V. C’est 'objet des
parties suivantes.

Remarque : d’aprés ce que 'on a vu plus haut, on pourrait remplacer N par j + 1 dans
(4.12).

4.1.4 Reégularité elliptique et transformée de Mellin du terme
sous-variationnel

L’étude du comportement du terme sous-variationnel va nécessiter I'utilisation d’espaces
a poids et de la transformée de Mellin. Le propos de cette sous-partie est d’établir les résul-
tats dont nous aurons besoin dans la sous-partie suivante. Ces résultats peuvent étre admis
en premiere lecture afin de faciliter la compréhension de la démarche globale de 1’étude des
profils.

Comme seul le comportement & U'infini de PV nous intéresse, nous allons nous affranchir
des difficultés qui peuvent intervenir proche de 0 en le tronquant par xo. Afin d’alléger les

notations et puisque, comme nous le verrons par la suite, le comportement a I'infini de PrJ’N
est dii & son appartenance a V; qui ne dépend pas de N et j, nous écrirons :

Pro = XOPrj’N'
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P? résout alors
aAP? = ¢ dans O,
O,P° = 0sur I, (4.13)
PO +ad,P? = o sur I,
ol ¢ est & support dans la couronne [Rg, R1] x [0, 7] et ¢ = —ax2d,pl™.
Avant de continuer, nous avons besoin de rappeler la définition des espaces a poids

_1
K35(99°) et ICifl (I'2°) introduits par Kondrat’ev dans [23]. On pourra se reporter a la section

2
D.1 de ’annexe D pour plus de résultats concernant ces espaces.

Définition 4.3. Soient v € R et s € N, on définit K5(Q2{°) par

K5(97°) = {u € L3 () : r‘o‘|_s+78(°;7y)u € L*(°), Ya € N?, |a| < s},

muni de la norme

2 o |a|—s+7y qa 2
Hqucg(Qfo) = % HT 8(14/)“‘ L2(Q)
a|<s

S

On définit Kv:

Nl NI

(I'2°) par

s

~—

K

SIS

(12°) = {u € LEo(TF°) : Fo € K5(9°), vlre = uf

loc

muni de la norme

[ inf { ol sz (ape) 1 0 € K(X), vlrpe = uf .
1 T
T2

Dans la suite, pour u fonction, les notations @ et @ désigneront u en coordonnées polaires
(r,0) et (t,0) out =logr € R.

A présent, nous allons voir deux lemmes nous donnant des résultats sur Pappartenance
de PY aux espaces de type K5(9¢°).

Lemme 4.2. Vy < —1, P € KI(Q°).
Démonstration. P? € V donc VPY € L?(Q°) et PV € L?(I'™®). Par ailleurs, F;P’[O,RO]X[O,W] =
0. Omn a
- . 0 -
PO(r,6) = PO, 0) + [0, PO(r, 7).
0
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D’ou
PO(r,0)% < C (ép(n 0)2 + /O "0, BO(r, T)2d7> .
Ainsi,
PR = [ rP P )y

/ r2Y PO (1, 0)2rd(r, 0)
|Ro,+00[x]0,7|

+o0 o T oo v
C (/ 7“27+1Pr0(r, 0)2d7’ +/ / 7”278.,P19(r,7')2rdrd7'>
RO 0 RO

IN

IN

+o00 “ T ptoo “
C (/ TQVHPP(T, O)er +/ / 7’2'”2(7'*187]39(7’, T))QT'dT’dT> )
Ro 0 Ro

Pour pouvoir majorer cette derniére quantité par C([| PY[I§ pee + | VPI§ o), il faut que r27+1
et 72772 soient bornés sur [Rp, +oo[. Ce qui est le cas si 2y +1 < 0et 2y +2 < 0; d’ou la
condition v < —1. O

Lemme 4.3. Ym € N, P2 € K™_,(Q°).

Démonstration. 1l s’agit d’appliquer le théoreme de shift E.1 (page 204) — résultat de régu-
larité sur les solutions de (4.4) pour des seconds membres dans des espaces & poids K (€25°)
— a PY pour v = m — 1. En effet, P? vérifie le probléme (4.13) qui est bien de la forme du
probléme (4.4) avec pour seconds membres ¢ et . Le lemme précédent nous dit que I’hypo-
these sur P est vérifice : PO € K% (). Par ailleurs, ¢ étant & support compact dans 5,

il est clairement dans K~7(€5°). Reste & voir pour .

A _3

Par définition ¢ = —ax20,pl", donc pour que 1 soit dans lC;n_f (T'eenjt > —11), il faut

. 2

que xor~'dppl™ soit dans KI'71(Q°N]t > —1[). D’apres le point (5) de la proposition D.1,
on sait que si v € SA(Q®) alors xov € IC5(5°) si, et seulement si, A + v < s — 1. Appliqué
a 1, on en déduit qu'il faut que v+ A — (m — 1) < —1, autrement dit, A < —1. Or, comme
A= %4—]’ — N et comme on a supposé que N > j+1,ona A < —%. L’application du théoréme
E.1 nous donne alors le résultat. O

Afin de poursuivre, nous allons avoir besoin d’introduire un nouvel outil : la transformée
de Mellin. Il s’agit d’une transformation de Laplace dans la direction radiale définie par la
quantité suivante :

a(\) = Mu](A) = /0 g, 9)%

Les différents cadres permettant de donner un sens a cette quantité sont rappelés dans la
section D.2 de I'annexe D. On pourra aussi de référer a [3]. Notons que 4 dépend de § méme
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si cette dépendance n’est pas affichée afin d’alléger les écritures. Nous utiliserons le cadre
des espaces a poids et les propriétés qui en découlent (voir section D.2.2). L’objet du lemme
suivant est de définir PP.

Lemme 4.4. La transformée de Mellin de P - notée f-’? - est bien définie pour Re XA > 0 et
holomorphe pour Re A > 0 (voir figure 4.4).

Démonstration. D’apres le lemme 4.2, P? € IC?Y(QfO) Or, d’apres le lemme D.3, 15;) est bien

o~

définie pour ReA = ¢ = —y — 1 avec v < —1, donc PP est bien définie pour Re A > 0. O

Im(\)

po holomorphe

0 Re(N)

FIGURE 4.2 — Domaine de définition f’r\o.

Enfin, nous avons un lemme sur les transformées de Mellin du second membre de (4.13).

Lemme 4.5. On pose Ay = % +j— N et Ny = Ay —i.
1. @ est bien définie et holomorphe sur C,
2. 15 est bien définie et holomorphe sur C\{\y}, méromorphe sur C.

Démonstration. On peut réécrire 1 sous la forme ¢ = 1. + X[rle}wA}v ou . est a support
dans [Ro, R1] et 1 € S (05°).

Les transformées de Mellin de ¢ et 1. sont clairement holomorphes car ces derniers sont
a supports compacts. Reste la transformée de Mellin de w/\}v .

Pour cela, on va utiliser un résultat plus fort, une formule pour les transformées de Mellin
des éléments de x[r>g,|S* (). Soit u € x[r>r,S*(€2°), alors u peut s’écrire sous la forme

L l r
= K —
0.0 = Xm0 S log! () 1)
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En effectuant le changement de variable ¢ = logr dans la formule de la transformée de Mellin
on obtient

L Too
an) =" () / e~ A1t —log Ry)! dt.
1—0 log R1

Une récurrence sur [ permet de montrer que

+oo il
—(A=wty _ by —
e t—log R1) dt =
/log Ry ( 8 f1) (A— N)Hl

D’ot, pour Re A > Re u,

L—A
R,

L _1\+1
i) = szw)mfz?“-

=0

On a donc obtenu un prolongement méromorphe de @ sur C, holomorphe sur C\{u}. On
en déduit le résultat pour w/\}v avec = A O

4.1.5 Développement « sous-variationnel »

En passant en coordonnées (¢, 6), avec t = logr, le demi-plan 2° devient alors une bande
infinie de largeur m —, le systéme (4.13) devient

(02 +02)P0 = €% dans Rx]0, ],
89139 = Osur R x {r},

]/3?) — ae_tﬁgﬁ] = ¢ sur R x {0}.

Puis, en passant a la transformée de Mellin pour Re A > 0, on aboutit a
(A2 +)PO(N) = (A~ 2) dans 0,7,
8pP9%(\) = Oenr, (4.14)

—~ —~

PO(N) = §(\) +adpPO(A+1) en 0.
On s’intéresse donc aux problemes de la forme :

(N2 +02)P(\) = f()) dans 0, x|,
OP(A\) = Oenm, (4.15)

P(A) = g(A)enO.
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Lemme 4.6. Si f()\) € L2(]0,7[) et si
ANEZ1 = L +k, keZ
§§ é , S ,

alors il existe une unique solution d (4.15) dans H2(]0,7[). De plus, si A — (f()),g(\)) est
méromorphe sur I C C, alors A — P(\) Uest aussi; ses poles sont ceuzx du second membre

1
et les B +k, k € Z, lesquels proviennent de l’opérateur A associé a (4.15).

Remarque : Dans notre cas, f n’aura pas de poles mais g si; ils seront de la forme % + k,
k € Z. Nous aurons alors un phénomene de résonance : si A est un pole d’ordre m (m =1
dans notre cas) pour opérateur et d’ordre [ pour g, alors il sera un pole d’ordre m + [ pour
A= P(A).

Démonstration. 11 s’agit de voir 'injectivité et la surjectivité de 'opérateur
A\ : H2(J0,7]) — L*(0,7]) xR
PA) — (f(A),9(N)

ot A(X) est défini par les équations (4.15).

Injectivité : 1l s’agit de voir s’il existe des A pour lesquels on a des solutions non triviales
a (4.15) avec second membre nul.

Si A = 0, alors P(A) = 0. Sinon, V/(\) = Acos(A0) + Bsin(A0); les conditions de

bord donnent alors des solutions non triviales si et seulement si A = % +k, keZ,ce
qui n’est pas le cas ici.

Surjectivité : Pour (f(\),g()\)) € L*(]0,7]) x R, il faut résoudre
OZP(N\) + N2P(\) = f()) dans |0, |,
OpP(A\) = Oenm,
P(A) = g(A)enO.

Si A = 0, il suffit d’intégrer pour résoudre le systéme. Sinon, on pose dgP(A) = Q(N)
et on veut alors résoudre

{aeQ(A)JrAzP(A) FN),
PN\ —Q(N) = 0.

Ce systeme avec second membre nul a alors pour base de solutions

P(\) = acos(\d)+ bsin(A\9),
Q(A) = —aAsin(A0) + bAcos(A\).

Cette base est clairement analytique par holomorphie des cosinus et sinus complexes.
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La méthode de variation de la constante nous permet d’obtenir

{ QPN —Q(N) = d cos(A\) + b sin(\9),
0pQ(N\) + X2P(\) = —a'Asin(\) + V' Acos(AG).

Autrement dit
cos(A\0) sin(\0) a\ 0
—Asin(A0)  Acos(A\0) v\ fN) )

En inversant la matrice, on obtient

a '\ cos(N)  — Sing\)‘e) 0
Vo) —Asin(\g) =) f )

On trouve la solution particuliére

w@) = - [ 00 s ryar,

HCOS T
@) = [ D@

On cherche finalement aq et b tels que
P(A)(0) = (ap(0) 4 a1) cos(A0) + (bo(0) + by) sin(A\0)

satisfasse P(\)(0) = g(A) et g P(N\)(m) = 0.
On trouve a; = g(A\) —ao(0) = g(A) et by = (g(A) + ap(m)) tan(Aw) — bo(m) si X # %+k7
keZ.

Au vu de la forme de P()), il est clair que ses pdles sont les % + k, k € Z et ceux du
second membre.

O

Théoreme 4.3. ]/Dr6 se prolonge de facon méromorphe ¢ C. L’ensemble de ses piles est
Pz, = Z%ﬂ] - O0,0].

(Voir figure 4.3).

Démonstration. L’idée Aclé est celle de décalage. On procede étape par étape en prolongeant
de fagon méromorphe P2(\) d’un demi-plan & un demi-plan plus grand en lui rajoutant une
bande d’épaisseur 1 (décalage vers la gauche). A chaque étape il convient alors de prendre en
compte les pdles qui apparaissent dans cette bande et ceux déja présent dans le demi-plan
précédent rappelés par le second membre du probléeme (4.15) dont les poles de la solution
sont donnés par le lemme 4.6. On note

: 1
AN:{Agv=2+j—(N+z'), 2'21}.
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Im(\)
NS AR
5 3 1 0 Re())
2 2 2

FIGURE 4.3 — Pdles de J/Dr\o.

Etape 1 : On définit P(\) par

PO = AN "B —2), D(A) + adg PO(A + 1)).

D’apres le lemme 4.5, @ est holomorphe sur C et 1Z est méromorphe sur C\{\}}.
Par ailleurs, P9 est holomorphe pour ReA > 0 d’aprés le lemme 4.4. Si on note

I, = {A € C: ReX > a}, alors A — ¥(\) + 04891/3;0(/\ + 1) est holomorphe sur

;N H/\}v = II_; puisque N > j implique que )\]1\, < —%.

D’apres le lemme 4.6, P(\) est donc méromorphe sur II_;; 'ensemble de ses poles
étant Zi1 N1II_;. Ils sont issus de l'opérateur, le second membre n’apportant aucune
2

contribution. Or 1/3\0()\) est solution de (4.14) sur IIp\Z1 ; par unicité, on en déduit que
2

I/DP(/\) = P(\) sur HO\Z%. Comme ]/3\0(/\) est holomorphe sur Ily, on en déduit (par

T
prolongement analytique) que les pdles de P()) dans Iy sont artificiels.

Restent les poles contenus dans IT_1\IIp =] — 1,0] x R. Le seul pole qui y soit présent
est —%. On a donc obtenu un prolongement méromorphe de P9(\) a I1_; dont le pole

est —3. On notera encore ]?ro (M) ce prolongement (voir figures 4.4 et 4.5).

Etape n : On procede par récurrence en répétant le processus décrit a ’étape 1. Supposons
que nous ayons construit par ce procédé un prolongement méromorphe de PO a TI_,, 1.

Si n est assez grand, alors )\}V € II_, sur lequel 1Z ne n’est plus holomorphe mais

méromorphe de pdle )\}V. Quant a 8915?(. +1), il sera méromorphe sur II_,, ; ’ensemble
de ses poles étant (Z1 UAn)N] —n,0] = Z1N] —n,0] puisque Ay C Z1.
2 2

1
2

Si n n’est pas assez grand, les pdles de A n’apparaissent pas.
Le lemme 4.6 assure alors que
P(A) = AN (@O = 2),9(N) + adp PN + 1))

est méromorphe sur II_,,, ’ensemble de ses poles étant encore Z1N| —n, 0]. Par unicité,
2

P\ = I/DP(/\) sur IT_,, 1. Donc P(\) est un prolongement méromorphe de ]3;0 deTl_, 41

a II_, dont les nouveaux poles sont —1 — n et éventuellement A}
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Im(\) | Im(\)
po holomorphe 3
0 Re(\) 11 o Re(\)
| 2
i po méromorphe
FIGURE 4.4 — Etape 0 : I/DP holomorphe. FIGURE 4.5 — Etape 1 : ﬁP méromorphe.

O]

Remarque : On a pu voir dans la démonstration ci-dessus que les poles de I'opérateur A
de (4.15) se confondent avec ceux du second membres. Comme mentionné dans la remarque
suivant le lemme 4.6, on assiste alors a un phénomene de résonance. Par exemple, a 1’étape
1, on a obtenu que —% était un pole d’ordre 1 car c¢’était le premier construit. A 'étape
2, ce pole va résonner avec 'opérateur et deviendra donc un pole d’ordre 2 tandis que —%

apparaitra comme pdle d’ordre 1.

Le lemme suivant nous donne une condition permettant de savoir dans quel espace a
poids ICi(Qloo) on peut trouver un antécédent par transformation de Mellin au prolongement

méromorphe de J/DP (que I'on note encore J/DP) La démonstration de ce lemme fait appel a des
espaces de Sobolev a poids : H*(I, p); on rappelle leurs définitions ci-dessous.
Définition 4.4. Soient | CR, s€ N et p>0;v e H%(1,p) si et seulement si

10l (rp) = D 19707 0l[32p) < +oo,
1B|<s

ou f = (B, B2).

Lemme 4.7. Soit a € Ry. Il existe P{ tel que P¢ € K%\, 1(85°), pour tout m € N, et
PO(X) = M[P(N), pour tout A € C tel que Re X\ > —a.

Remarque : On va en fait voir dans la démonstration que c’est vrai pour a € [—1, 00| et
donc en particulier pour a € R .
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Démonstration. On procede par récurrence sur |a|, partie entiére de a en partant de —1.

la] = —1 D’apres le lemme 4.3 et la proposition D.1, P} € K7'_; (0°), donc P € K, ,_ ()
puisque m — 1 > m + a — 1. Par ailleurs, P? est bien défini pour Re A > m — (m +a —
1) =1 = —a d’apres le lemme 4.4.

la] >0 Soit n € N*. On suppose le résultat vrai pour tout a tel que |a] < n.

Soit a € R4 tel que |a] €]n,n + 1]. D’apres le théoréeme D.1, il suffit de vérifier que,
pour tout Re A = £ € [—a, 0] (pour £ > 0, on sait déja que P9 répond au probléme),

16 = [ |

dn < +o0.

—~ 2
.
PO(¢ + Z”)Hgmqo,w[,\nn

Comme ]/3;0 résout (4.14), on obtient par régularité elliptique et théoréme de trace que

o~

2 ~
0 SO\ 2 2m 2
B mgomiy = € (190 = 2 ong oy + IOV +

e 2
0
PO(N+ 1)HHm+z(]o,7r[,n|>> '

D’ou
@) < € ( [ 180~ DBy + 1P IFOn + Insa(€ +1))

avec A = £ + .

— Commencons par nous intéresser a

[ I an
R

Cette dernitre quantité est égale a ||| ()) |2 g. Comme tous les résultats sur la
transformée de Mellin cités jusqu’ici sont énoncés pour la dimension 2, détaillons
un peu.

On a
I = [ e e =1 (-1t

_ /R e () (e7) (—1)mdt
= [ore cue™at (ipp)
R

= Flor(e ()] (m).

Le théoréme de Plancherel nous donne alors, pour & € [—a, 0],
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"o MIEe = ClOF (e 9(#)) I3 r

C(&) D lle™™ a7 v ()l g

<

k=0
= COIYlkm_, o5
< CllYllen,, @)

Quelques précisions méritent d’étre apportées sur ce calcul. Le passage a la der-
niere ligne est valable puisque m+a—1 > m — & — 1. L’égalité de ’avant derniere
ligne provient du lemme D.2. La dépendance en £ de C(§) est polynomiale, elle
provient de la dérivation. Comme £ € [—a, 0], on peut borner cette constante par
un mondéme en a et obtenir la derniere inégalité. La raison de cette dépendance
est visible dans la démonstration du lemme D.2. Cette méme dépendance est a
I'ceuvre dans les autres quantités a évaluer. Cependant, tenant compte de la re-
marque qui vient d’étre faite, nous ne la ferons pas apparaitre. Poursuivons.

Wllicy,, ey < 1B e, ooy + llr ™0 Pl o)
< O llemsr (reey
< O lleme (e
< CHPrOHK;Zigiijil(Qfo)'

Cette derniere quantité étant finie d’apres le lemme 4.3.

Enchainons avec
/R 1B = 27 g0,y -

Poury=m+a+1,onam—~—1= —a et donc d’apres le théoreme D.1, pour
tout £ > —a,

180 = 2o sty dn < Cliglhep o) < +x.

En effet, par définition de ¢, celui-ci appartient a C§°(€2°) et donc a KZ'(02{°)
pour tous vy € Ret m € N.

Finalement, il nous reste a considérer I,,12( + 1). On aura « Ip42(§ +1) <

CHPrOH,ZCmH »des que € +1 > m + 2 — v — 1 d’apres le théoreme D.1. Pour
Y

y=m+2+(a—1)—1lonaé&+1>—-a+1. Comme |a—1| <n, par hypothese

de récurrence, il existe P! ¢ ’Cﬁigf(aq)q(gix) tel que, pour A € C tel que

ReA+1> —a+1, on ait PO(A+ 1) = M[P* (X +1).
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Ainsi, pour £ > —a, on a

Lpso(€+1) < CIPE e

m+2+(a71)71(ﬂioo)

Le théoréme suivant est le résultat final de cette partie. Il permet d’inverser la transfor-

mée de Mellin sur f’? afin de déterminer la structure et le comportement a l'infini de P?.

Sa démonstration est calquée sur son analogue de [34]; on pourra aussi se référer a celle du
théoreme 3 de [3] qui offre un résultat essentiellement identique.

Théoréme 4.4. 1. Soit n € N. Il eziste des fonctions pt € SF(Q°) telles que

B'= >  pl+h
nePz,.N[—n,0]

avec Ry, € Ky 5(922°), 6 >0, m e N.

2. Pour p € ]—oo, —%}, les p* sont construits par récurrence d l’aide de

Apt = 0 dans ]0,+00[x]0, 7,
Ogptt = 0 sur]0, +oo[x{r},
Pt = artoypt T sur]0, +oo[x{0}.
Démonstration. 1. On utilise une technique de calcul des résidus. Soient a,b ¢ Pz, a < b

et 7 > 0. On note G,, (voir figure 4.6) le contour de 'ouvert rectangulaire

a<Red<b et |[ImA <n.

La formule des résidus donne
/ et)‘@()\)d)\ =2ir > Resy_, et)‘]/Dr\O(/\).
Gn #szrm](l,b[

L’idée est de voir que, lorsque 7 tend vers +00, les cotés verticaux laissent apparaitre des
transformées de Mellin inverses et que, par ailleurs, les cotés horizontaux ne comptent
pas.

Cotés Verticaux : Il s’agit de montrer qu’il existe une suite (7 )x tendant vers 'in-
fini telle que

n L~ —
/ ke @t(gﬂy)PrO(f—l-iy)dy N Mgl |:Pr0:| (t).
. k—+4o0
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Im(\)
a 1 !
al - p b 0 Re(\)

,,,,,, —n

FIGURE 4.6 — Contour ouvert Gy,.

/ B s aiayds < o [ ] (PYE + )ldyas
0 JR

v [ ([T 1R+ w)lae) ay

_ et /R IPO(€ + iy)lloo.xdy

IN

Cette quantité étant finie d’apres la démonstration du lemme 4.7, on en déduit
Iexistence de la suite souhaitée.

Cotés Horizontaux : L’idée, 1a encore, est de montrer qu’il existe une suite ()
tendant vers l'infini telle que

b L~
I(m) = / e! &+ ) PO (¢ + iy ) dg m 0.

T b —~
L[ npasan < c [ [ 1P+ in)logo mtna

ou C' dépende de t, a et b.

Usant de nouveau de la démonstration du lemme 4.7, on obtient que

[ [1Poe +in

b
) [dndg :/ Io(f)df < 400.
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On en déduit alors 'existence de la suite voulue.

Ainsi, si 'on note Mgl [u] la transformée de Mellin inverse le long de la droite Re A = &,
on a

M [fﬂ (r) — M;! [1/’?} (r) = Z Resy—, MJ/DP()\). (4.16)

:U'EPIrrﬂavb[

Notons pf = Res)—, r*f??(/\). On a pt € SH*(Q5°). En effet, le développement en série
de Laurent de P9 étant

PO & cp(0)
0 = N A A
PIO) =000 + 3

avec h holomorphe en A\ = p et P > 1 (nous avons vu dans la démonstration du

théoréeme 4.3 et la remarque qui la suit que PY admet a priori des poles d’ordres P
supérieurs a 1) ; et, par ailleurs, vu que

log! r
TA :rﬂz l' (A_,’L)l7
>0 :

on en déduit que le résidu de MI/DP()\) en p est

log! r
rt Z cp(G)T.
l—p=-1 .

11 est clair que celui-ci appartient & S#(£29°). En appliquant (4.16) avec b = 0 et, pour
§ €]0,1[, a = —(n+ ) ¢ P, on obtient

M [P (= Y M [P ().
REPZ,N]—(n+5),0]

Le lemme 4.7 nous permet d’inverser la transformée de Mellin le long de la droite Re A =

0 et donc de pouvoir écrire M, L [I/DP} = PY. L’utilisation du méme lemme le long de

la droite Re A = —(n + ) nous permet d’affirmer qu'il existe P~("+9) ¢ Ko s s (22°)
tel que M:%n +6) [Pro} = P~("*9)_ On en déduit alors que

Po Y pipe
:u'e,PIrm}f(,nfi’S)vO[

En notant R,, = P~("*9 on obtient I'égalité voulue :

PY = > P+ R
#EPIrm]—("‘Hs),O[

2. On va procéder par récurrence sur ¢ en partant du premier pdle qui nous assure d’étre
dans ’espace variationnel V; : —%. En effet, d’apres le lemme 4.1 et le théoréeme 4.3, le
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Im(A)
H2 M1 p1+1
5 3 1|0 Re
3 I B Bt B
Re(\) = py Re(A) =p; +1

FIGURE 4.7 — Bandes infinies ne comportant qu’un seul pole chacune.

premier A € P tel que A < —% est —%, d’ou la définition de p; ci-dessous.

On note p; = —% —1 et ul?t = p; =8 pour i > 1 tel que pu; > Ak, — on suppose N > j tel
que cela soit vérifié — et § > 0 assez petit pour que p; soit le seul pdle dans I'intervalle
Ju;, 1y [ (voir figure 4.7). On note aussi ai = —uf.

1 =1 : En réappliquant le procédé décrit en premiere partie, on obtient

+ —_ —
P — P =Resy—y, ' PO(\) = pit.

Par transformée de Mellin inverse sur le probléme (4.14) le long des droites Re ,uf,
puis faisant la différence des deux problémes, on obtient

Apht = cp“l+ — % dans ]0, +00[x]0, 7[,
Opptt = 0 sur |0, +oo[x{7},
pi = waf — M+ a%ﬁg (Pralﬂ_l — Pra1+1) sur ]0, +00[x{0}.
En effet,
MR+ D] (1) = 5 [ e mBa(at + 1)+ iy
= et [ TR (a4 1) + i)y
_ e_tPraliH(t)

d’apres lemme 4.7.

146



CHAPITRE 4. CONSTRUCTION ET ETUDE DES PROFILS

Par ailleurs, 12 et @ ne comportent pas de podles dans ]ul_,uf[ par hypothese
sur N. On en déduit par théoreme des résidus que waf = Y% et go“{r = pu .

Par contre, PO a un pdle dans Ju; + 1,uf + 1[ en la personne de —%. Donc

Pflﬂrl . Pralﬁrl = p1*! n’est pas nul. On a alors
Aptt = 0 dans |0, +oo[x]0, 7],
Ogptt = 0 sur |0, +oo[x{m},
it = a%&;pﬁ”ﬂ sur |0, +oo[x{0}.

1> 1 : Le procédé est identique au cas précédent.

4.1.6 Conclusion

En résumé, nous avons donc obtenu I’existence d'un profil p/ solution du probléme
alAp! = 0 dans O,
oypl = 0sur ',

pl +ad,pl = 0sur '™,

pl ~ s/ lorsque r — +oo.

sous la forme suivante :
N
) ) ) N
pl=54+x0) v+ P,
n=1

ot s/, pi™ et PN sont les solutions des problemes (4.3), (4.5), (4.6) et (4.11) (la formule
de s/ étant donnée par (4.2)) et N = j + 1. Les comportements & l'infini de s/ et p/™ sont
connus du fait qu’ils appartiennent a

L
S’\(Q;’O) = {u sou(r,0) = V‘Zlogl riy(0), ¢ € COO<[0,7T])},
1=0

avec, respectivement, A = % +jet A= % + j — n. Par ailleurs, le théoréeme 4.4 nous donne le
comportement & l'infini de PN et donc de pJ. Plus grossiérement, on a donc

N
(r,0) = (1, 0) + x0 > P 4 x00 (=MD logr) .
p(r,0) 0) +x X g

n=1
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En particulier, on a
20 = 59+ xo <p9(1) n 00(1)8—1) + 0 (r—% log r) (4.17)

avec
wm_ 11

pd) = a%% {(77— 0) cos <Z) + log r sin (Z)} .

Remarque : tous ces résultats sont encore valables si a dans la condition sur I';° est remplacé
par une fonction o, constante égale a a pour x > z, ot z, € R’ . En effet, la troncature
xo gommera toute différence de comportement entre a, et a pour z < x, et I’étude du
comportement & l'infini du profil sera exactement identique a celle menée ci-dessus. Nous
réutiliserons donc directement ces résultats avec a, sur I'° a la place de « et profil associé
sera noté pl . Notons toutefois que la constante A dans (4.17) sera a priori modifiée et

0(1)

sera alors notée ce

4.2 Profils du probleme de transmission

L’étude des profils du probléme de transmission suivant un processus similaire a celle du
probleme avec condition d’impédance, la structure de cette partie sera la méme que celle de
la partie 4.1.

4.2.1 Introduction et définitions

Nous avons ici besoin d’introduire quelques définitions supplémentaires. On note Q*° =
o

QU QX ou 2 et Q2° sont définis comme sur la figure 4.8.

()<

o) L
Flll’oo F?{’l ng 1

FIGURE 4.8 — Domaine du profil de transmission.
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Définition 4.5.

L
S)\(Q(?o) = {u : U($7y) = xAzlogl £C¢l(y), d)l € Coo([_]-ao])})
=0
et
SMNO>®) = {u s u; € SN0, ue € SN et ui = ue sur Froo}

Définition 4.6. On désigne par 36 le prolongement continu de s/ (voir définition ?7?7) a Q°
par 0.

Nous avons vu lors du développement asymptotique de la solution du probléme de trans-
mission u€ (voir section 1.2.2) que les mémes singularités s/ que pour le probleéme avec condi-
tion d’impédance apparaissaient des la premiere étape et bloquent la poursuite du dévelop-
pement. Afin de contourner ce bloquage et de poursuivre le développement, nous avons aussi
été conduits & remplacer ces singularités s/ par des profils ¢/, cette fois-ci correspondants au
probléme de transmission. Ces profils ont pour définition :

Définition 4.7. On nomme profil du probléme de transmission (1.16) la solution du probléme

foquij = 0 dans Q°,
~Ag¢l = 0 dans Q,
¢ = ¢l surTy,
ady,g = —8,q) sur T, (4.18)
O,¢ = 0 sur,
@ = 0 sur s,
¢ = 50 4o (r2+3) lorsque r — +o00.

Remarque : Pour le probleme d’impédance, nous avions écrit comme condition & l'infini
pl ~ s/ ; cette notation quelque peu abusive ne posait pas de probléemes & 1’époque. Cepen-
dant, dans ce cas précis, elle aurait été erronée puisque — comme nous allons le voir par la
suite — ¢/ = s + O (r2+] 1) et comme SO|Q<X> = 0, nous aurions eu ¢/ ~ r391 au lieu

de ¢/ ~ r3%9 dans Q2°. Nous utiliserons donc dés maintenant cette nouvelle formulation qui
exprime mieux le fait que ¢/ se comporte a I'infini comme s/ plus un reste négligeable devant
ce dernier.

4.2.2 Existence et unicité de solutions variationnelles au pro-
bleme de type profil
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Les problemes variationnels de type profil de transmission sont de la forme :

—aAu; = f; dans Q°,
—Aue = fo dans Q°,
Ui = Ue sur I'Y°,
(4.19)
adyui = —0yue+ gsur I'S°,
Ou = 0OsurIge,
ue = 0Osur I'y.

Pour montrer 'existence et I'unicité de solutions variationnelles & ce type de probleme,
nous avons d’abord besoin de montrer que 1’espace variationnel associé est bien un espace de
Hilbert. C’est ’'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.4. L’espace variationnel W associé au probléme (4.19), défini par

W ={w e L}.(Q%°) : Vw e L*(Q™), w|pe = 0},

et muni du produit scalaire

(u,w) = « Vui - Vwi + Ve.Vwe
Qpe Qg

est un espace de Hilbert.

Démonstration. Elle est une adaptation immédiate de la démonstration de la proposition
4.1. ]

Théoréme 4.5. Soient g € L*(T'°) et f € L2 _(Q°°) telle que (1 +7)f € L?(Q>). Alors il

loc
existe une unique solution da (4.19) dans W.

Démonstration. C’est a nouveau une adaptation directe de la démonstration théoreme 4.1 ;
la seule difficulté supplémentaire provient des changements de variables qui different selon
que l'on soit sur (2 ou °. O]

4.2.3 Développement « sur-variationnel »

Afin d’obtenir un développement de ¢/, on va insérer formellement dans (4.18) — de la
méme fagon que pour les profils du probleme avec condition d’impédance de type Robin —
I’expression suivante :

+oo
> "
n=0
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oll, pour tout n, ¢/ € S%“*”(Q"o).

On obtient

Z aAg™ = 0 dans O,

+o00 )
> A¢l™ = 0dans QF,
n=0

+oo +00
J,n J— ',?’L [ee]
Z q; - Z q(]; sur Fr )
n=0 n=0
+00 ) +00
7” JE— '7
> a0 = 3 (o) sur T3
n=0 n=0

400 )
Z o,¢" = 0Osur e,
n=0

0 sur I'g°.

too
> @
n=0

La encore, I'idée est de regrouper les termes ayant le méme comportement a l'infini.
Cependant, nous allons voir que nous avons un découplage intérieur-extérieur en plus de I’ap-
parition d’une récurrence.

Sur I'e®, on a

i i 1
g™ = r 1 0pg)™ ~ r2 T (D 5 400

et
. . 1, -
D@l = 0yg" ~ 22T 1 — +oo.

; jin—1 . . . -
On va donc regrouper 9,¢2™ avec 9,¢/"™" . On va ainsi pourvoir construire le terme extérieur
de rang n a l'aide du terme intérieur de rang n — 1. On utilisera alors ’autre condition sur
I'?° pour construire le terme intérieur de rang n a l'aide du terme extérieur de rang n.

. 1, ) 1
® on a §2¢" ~ ratIT(1H2) ot d2gl™ ~ 217" Jorsque r — 4-00. On va donc
regrouper 85 I avec 02ql" 2.

Dans Q°

On aboutit ainsi & deux problemes couplés :

2gin = —0%2¢" 2 dans QO j

yde zle e Aqij’n = 0 dans QIOO’

Byqi™ = ar '9yg" " sur T, '

G2 ar™ Ogq; ur I'C Bygl™ = 0 sur I, (4.21)
Jin = 0 sur I‘OO? 1 1
e w.20) 2 = @ suTE,
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) o o g
avec les conventions 8§qg’ 2 — 8% s L — Opq; =0.

L’étude générique de ce type de problemes reléve de la théorie générale des problémes
a coin (on pourra se référer a [13] ou [23] par exemple) ; nous ne démontrerons donc pas le
théoréeme suivant qui en découle.

Théoréme 4.6. Soient f € S*2(QX), g € S HTS) et h € SNT). Alors les problémes
sutvants :

8Zu = f dans Q°, Au = 0 dans °,
Oyu = g sur'se, ou = 0 surl{e,
u = 0surl'§e, u = hsurls,

admettent une solution, unique pour le probléme intérieur. De plus, celles-ci appartiennent a
Sh.

Forts de ce résultat, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Proposition 4.5. Les fonctions de la forme

n

P =3 dgi-tn=h
=0

sont solutions de (4.20) et (4.21) ot ¢ =1, ¢ = 36 et =D ¢ S%‘H_”(QOO). Les ¢7®)
étant eux aussi construits par récurrence da l'aide des problémes suivants (avec les conventions
02l = 921V = 04V = 0)

aﬁqé(“ = @' dans 0, AGY = 0 dans O,
8,7 = —ad,d" surre, o = 0surm,
@V = 0 surT, @V = ¥ sur I

Démonstration. On procede par récurrence

n=20: 10 est solution du probléme extérieur ci-dessus et cs? du probléme intérieur dans
S377(Q°°). Les solutions de (4.20) et (4.21) sont donc de la forme ¢/0 = cs}.

n > 1 : Supposons que nous ayons construit les ¢/ € S 3t ~H(Q*) solutions des probléemes
extérieur et intérieur ci-dessus pour [ € {0, ...,n—1}. L’application directe du théoréme
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4.6 & Phypothese de récurrence assure Uexistence de ¢/ € S ot ~"(Q°°) solution des
deux probléemes. On peut alors construire ¢ a l’aide de la formule

n

g =3 dDgi—lnD),
=0

de plus, comme d’aprés le théoréme 4.6 les ¢/ {0 ¢ S%H_"(QO"), on en déduit que
7" aussi.

O]

A nouveau, nous allons délaisser le cadre des séries formelles pour nous intéresser au cas
ou ¢’ est écrit a ’aide d’un reste. Ceci nécessite encore une fois I'introduction de la fonction
de troncature xo (voir définition 1.1). Nous écrirons ¢’ sous la forme

N
¢ = 56 + %0 Z P+ QJ’N.

n=1

Ainsi écrit, pour que ¢/ vérifie le probleme (4.18), Q%Y doit vérifier

N
—aAQi]’N = aA <X0 Z q ”) dans Q9°,

n=1
—AQIY = A(XoZQé’”) dans Q2
n=1

aayQiN = —0,QIN — ax&,qij’N sur I'

0,Q"N = 0sur ',

i,N __ 00
QLY = Osur I'§.

Ce probléme se résout de fagon variationnelle. Le second membre associé au laplacien
étant a support dans la couronne [Ry, R;], il ne pose pas de probléme; la contrainte provient
du terme Xo&,qij’N. En effet, il faut que celui-ci soit dans L?(I'>°). A nouveau se pose la
question de savoir pour quels A a-t-on l'inclusion de XOS)‘(QOO) dans W.

Le lemme suivant qui est ’homologue du lemme 4.1 nous donne la réponse. Nous noterons
qu'un décalage vers la droite apparait par rapport a 'impédance.

Lemme 4.8. Pour que xoS*(Q®) C W, il suffit que A < 0.

Démonstration. Similaire a celle du lemme 4.1, la condition donnée par l'intégrale de bord
étant remplacée par une condition sur 'intégrale sur €22°. O

Nous sommes alors dans la méme situation que pour l'impédance, nous devons avoir
N > j. Sous cette condition, le théoreme de Lax-Milgram assure I’existence et 1'unicité d’une
solution & (4.22) dans WW. Nous avons ainsi obtenu la proposition suivante :

153



4.2. PROFILS DU PROBLEME DE TRANSMISSION

Proposition 4.6. Pour N > j, le probléme (4.22) admet une unique solution QN dans W.

En résumé, nous avons le théoreme

Théoréme 4.7. Pour N > j, le probléme (4.18) admet une solution qui se décompose sous
la forme

N
7=sh+ xoy.¢" o+ @V (4.23)
2 e
———— variationnel

sur-variationnel

ot les g9 € S%H*N(QC’O) sont solutions de (4.20) et (4.21) et QN € W solution de (4.22).

A Pinstar de la section précédente, il nous reste maintenant & étudier Q9.

Remarque : comme pour 'impédance, on pourrait remplacer N par j + 1 dans (4.23).

4.2.4 Reégularité elliptique et transformée de Mellin du terme
sous-variationnel

L’objet et les remarques de cette partie sont les mémes que pour son homologue plus
haut. Il y a cependant une différence avec le cas d’impédance. En effet, le domaine n’étant
plus le méme, ’ensemble des complexes pour lesquelles sera définie la transformée de Mellin
s’en trouvera changé.

Posons, une fois encore,

Q" = xo@Q"";
lequel résout

AQRY = ¢; dans O,

AQY = @ dans O,

0 _ 0
Qi = Qesur I

(4.24)
ad, QY = —0,Q" + v sur I'®,

2,Q° = sur 'Y,

QY = OsurI'Y,
ol p est & support dans la couronne [Ro, R1] x [0, 7] et ¢ = —ax20,¢"".

Avant de pouvoir continuer, il nous faut introduire une définition supplémentaire. Comme
pour les profils du probléme avec condition d’impédance, nous avons besoin des espaces a
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(T'e°) dans la

= N|=

poids K3 de Kondrat’ev (voir [23]); si nous avons déja posé K5 (€27°) et le/:
définition 4.3, nous avons ici a définir K3 (02¢°) et K5(02%).

Définition 4.8. Soient v € R et s € N, on définit K5(Q°) et K5(2°°) par

K3(Q°) = {u € L3 .(°) : m‘a|_5+78(°;7y)u € L*(QX), Ya € N2, |a| < s}

et
1
K3(Q%) = {u tui € K5 (), ue € lCi+2 (Q2°) et uy = ue sur Froo}

Remarque : Notons qu’il y a une différence d’indice sur les espaces a poids auxquels appar-
tiennent les différentes composantes de u dans la définition de K5 (€2°°). Précisément, u, est

1
dans ICTE(Q?O ) tandis que u; est dans K3 (02¢°). Ceci provient du fait que u est considéré en
coordonnées cartésiennes sur 2o° et polaires sur (27 : le changement de variables pour passer
d’un systeme de coordonnées a ’autre engendre le décalage de %
Par ailleurs, x peut étre remplacé par r dans la définition de ICfY(ng) lorsqu’on s’intéresse
au comportement de u a l'infini.

Nous pouvons maintenant énoncer deux lemmes sur lappartenance de Q¥ aux espaces
K5(92%°).
Lemme 4.9. Vy < -1, Q" € ICQY(Q‘X’).

Démonstration. Similaire a son homologue du cas impédance, la démonstation du lemme 4.2.
On note
(r,0) sur Qf°,
(.0) =
(x,y) sur Q.

Q% € W donc VQ € L2(2%) et Q° = 0 sur I'P. Par ailleurs, QVO\[O7R0]X[_17W] =0.

On a _
. i
QO (r,0) =Q(r, 1)+ [ 8:Q°(, 7)dr
\_:6_./ —1
Doit
v - 2 m &
@ (7,0) gc/ 0-QO (7, 7)2dr.
-1
Ainsi,
PR~ = [ Q@ y d.y)

< (/ /Ro 279, QO (r,7)*rdrdr —|—/ / 278yéjg(x,y)2d(m,y)>.

Ici, on veut majorer cette derniere quantité par C'(||VQ?|2 oo + || VQY|2 ). On retrouve
pour l'intérieur la méme condition que pour 'impédance : 2v + 2 < 0; pour I'extérieur, on
doit avoir 2y < 0. D’ou la condition v < —1. O
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Lemme 4.10. Vm € N, Q° € K™ _,(OQ>).

La démonstration de ce lemme est - comme pour son homologue de I'impédance - basée
sur ’étude de la régularité elliptique du profil. Celle-ci étant quasi-identique a celle de son
analogue dans [34], nous ne la retranscrirons pas ici. Il en va de méme pour certains des
autres résultats qui vont suivre. Poursuivons avec la transformée de Mellin de Q°.

N | =

Lemme 4.11. La transformée de Mellin de Q° — notée é\o — est bien définie pour Re A >

1
et holomorphe pour Re A > 3 (voir figure 4.11).

Im()

6/2\0 holomorphe

e Re(})
2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
*
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

FIGURE 4.9 — Domaine de définition de C/Q\O.

Lemme 4.12. On rappelle que Ay = % +7—N et AZ}V = Ay —i.
1. @ est bien définie et holomorphe sur C,

2. 1) est bien définie et holomorphe sur C\{\\}, méromorphe sur C.

4.2.5 Développement « sous-variationnel »
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o0

Le passage aux coordonnées (£, 0) avec ¢ égal & logr sur Q°, log 2 sur Q3°, donne

(B2 +02)Q° = €3 dans Rx]0, [,
(€72(07 — 0t) + 92)QY = e dans Rx] — 1,0],
Q) = Q0surRx {0}
aet9pQ0 = —0,Q0 + ¥ sur R x {0},

0.Q0 = sur (R x {z})U ({0} x [-1,0)),

@Vg = Osur Rx {-1}.
1
En passant alors a la transformée de Mellin pour Re A > 3 on obtient de nouveau un
découplage intérieur-extérieur :
20)0 - & N0 \
QA = 2e(A) + AN = 1)Q2(A +2) dans | — 1,0],
0,Q000) = —adQP(A+ 1)+ P(\) en 0, (4.25)
C/Q\g()\) = 0Oen —1
et .
(2 + 3RV = Fi(A—2) dans Jo, 7],
3Q'(\) = Oenm, (4.26)
Q) = QU en 0.
Ici, on s’intéresse donc aux probléemes du type

92Qc(X) = fi(A) dans]—1,0],
9yQe(N) = g1(\) en 0, (4.27)

Qe(A) = 0Oen —1
et

(M +05)Qi(\) = fo()) dans J0, ],
0Qi(\) = Oenm, (4.28)

Qi(A) = g2(N\) en 0.

Le traitement du probleme (4.28) a déja été effectué dans la partie impédance au lemme
4.15. Celui du probleme (4.27) est donné par le lemme suivant (dont la démonstration est
immédiate).
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Lemme 4.13. Si fi(\) € L*(] — 1,0[) alors il existe une unique solution a (4.27) dans
H2(] - 170[) :

-1

Qe(N) = / ’ [gl(x) _ /u ’ fl(A).(v)dv} du.

De plus, si X+ (f1(N),g1(N\)) est méromorphe sur II C C, alors X — Qc(X) lest aussi;
ses poles sont ceuxr du second membre.

Théoreéme 4.8. @\0 se prolonge de facon méromorphe a C. L’ensemble de ses piles est
1

Pr=%7Z10|—00,—=|.

2 2

(Voir figure 4.10)

1
Remarque : on note un décalage de 3 vers la droite par rapport a 'impédance.

Im(\)
777777777 A% AL
5 3 0 1 Re())
2 2 ) 2

FIGURE 4.10 — Poles de @.

Démonstration. Le procédé est identique a celui du cas d’impédance. Nous ne donnerons
donc les détails que pour la premiere étape afin de situer les différences dues a la transmission.

On note A, 'opérateur défini par les équations (4.27), A; Popérateur défini par les équa-
tions (4.28) et on définit Q(\) par

Q) = AN ! (Be) + AN = DQLA+2),5(N) + adpQ)(A + 1))

et
Qi) = AN (B - 2), Q).

Commencons par traiter la partie extérieure. D’aprés le lemme 4.12, ¢ est holomorphe
sur C et 1 est méromorphe sur C\{A\} }. Par ailleurs, @ est holomorphe pour Re \ > % On
rappelle que IT, = {A € C: Re A > a}, ona alors A — @(A)—i—ozag@()\—i—l) est holomorphe sur
Hféﬂﬂ/\}v = H7% ~ puisque N > j implique que Ay < —3 —et A — @()\)+)\(/\—1)@()\+2)
est holomorphe sur H_%.
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D’apres le lemme 4.13, Qc(A) est donc holomorphe sur II_1. Comme Q. et 6/2\8 vérifient
2
le méme probléme sur II:, on en déduit qu’ils sont égaux sur II: et on a donc obtenu un
2 2

prolongement holomorphe de 63 a II_1. On notera encore @ ce prolongement.

N

Passons maintenant a la partie intérieure. Comme @; et Q9 sont holomorphes sur I1_1,

2
le lemme 4.6 nous assure que @; est méromorphe sur II_1 ; 'ensemble de ses poles étant
2

Zi NII_1. Ils sont issus de 'opérateur, le second membre n’apportant aucune contribution
2 2

puisque, une fois encore, son pole est >\1 —§ . Ici aussi, puisque Q; et 62\0 vérifient le méme
probléme sur Hl, on en déduit qu’ils sont égaux sur H1 \Z1. Comme QO( ) est holomorphe
sur II 1, on en dedult (par prolongement analytique) que les poles de Q;i(\) dans II 1 sont
artificiels.

Restent les poles contenus dans IT_ 1 \II 1 =] — %, %] x R. Le seul pole qui y soit présent
est % On a donc obtenu un prolongement méromorphe de QY(\) a I1_ 1 dont le pdle est %

On notera encore Q?()\) ce prolongement.

Nous avons donc obtenu un prolongement méromorphe de QY & II_1 dont le pdle est %
2

(voir figures 4.11 et 4.12). Comme pour le cas impédance on réiteére le procédé décrit ci-dessus
en prenant en compte les poles du second membre dont ’apparition dépend du choix de N.

Im(\) Ty
i Q" holomorphe i
o 1 Re()) 1 o 1 Re())
2 2| 2
3 3 @\0 méromorphe
FIGURE 4.11 — Etape 0 : 62\0 holomorphe. FIGURE 4.12 — Etape 1 : 6/25 méromorphe.

O]

Comme pour le cas du probléme avec condition d’impédance, le lemme suivant nous donne
une condition permettant de savoir dans quelle espace a poids ICﬁ(QOO) on peut trouver un

antécédent par transformation de Mellin au prolongement méromorphe de QY (que ’on note

encore QY). La démonstration de ce lemme fait & nouveau appel aux espaces de Sobolev &
poids H*(I, p) posés en definition 4.4.
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Lemme 4.14. Soit a € Ry. Il existe Q* tel que Q* € K" ,_, pour tout m € N, et @(A) =
M[Q(N), pour tout A € C tel que Re X > —a.

Remarque : Le principe étant le méme que pour son homologue du cas impédance, nous ne
donnerons qu’une ébauche de preuve, nous reposant sur les détails techniques déja explicités.

Démonstration. On procede par récurrence sur |a|, partie entiére de a en partant de -1.
la] = —1 D’apres les lemmes 4.10 et la proposition D.1, Q% € K™ _,(2°), donc Q° €

Ky q 1(Q%) puisque m —1 > m + a — 1. Par ailleurs, QY est bien défini pour

1 1
ReA>m—(m+a—1)— 3=5 ¢ d’apres le lemme 4.11.

la] >0 Soit n € N*. On suppose le résultat vrai pour tout a tel que |a] < n.

Soit a € Ry tel que |a| €]|n,n+1]. D’apres le théoréme D.1, il suffit de vérifier que, pour
tout Re A = € € [—a, 0[ (1a encore, pour £ > 0, on sait déja que Q° répond au probléeme),

1n(© = [ |@+im|,,.. . dn< oo

Procédons, une fois de plus, par découplage intérieur-extérieur.

0(© = [ @+, &

H™(J=1,x[,|nl)

2 2

)d77+/RH§8(£+i77)H dn

H™(]=1,0[,Inl)

= | @b+

H™(J0,m,[n]

= L,(8) + I;,()-

Par régularité elliptique,

H@()\)HH’”(PLO[,IWI) = ¢ ("@(A)”H”G‘w“”'> +[po-naras 2)HHM<17170[,|77|>
@O+ gy + IIETIPOR)-
Or
bODRO D gy = T o 0000
=00 a|<§+2H"'aHQ‘?gQ@(A+2)H(2>,]—1,0[
< C Y H|77|a1832@(>‘+2)Hj,171,0[

|a|<m+4

= @0+ 2)H2m+4(]_1,0[,|n|) '
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Ici aussi, C(§) désigne une dépendance polynomiale en £ de la constante, laquelle peut
étre majorée uniformément par le méme argument que pour I'impédance.

On a aussi par régularité elliptique

< € (IGO = Dliseostimy *+ [BO] g

Q20+ 2)] 1 1

On a donc

1€ < C ([ 1B sy + 0PI + T () + I14(6))

et
156 < © ([ 13O D lBimgor gy + B ©))

On peut alors majorer les deux seconds membres de ces inégalités par les mémes argu-
ments pour la version impédance de ce lemme (voir démonstration lemme 4.7).

O]

Théoréme 4.9. 1. Soit n € N. Il existe des fonctions g* € SH(Q°) telles que

Q= > ¢ +Rn

avec R € K s, 6 >0, m €N,

2. Pour u € }—oo,—%}, les g sont construits par récurrence a l’aide des problemes

extérieur-intérieur suivants :

dpat = —0rqh™? dans O, Agl' = 0 dans Q5°,

Oyt = oz@,,qi“Jrl sur I'Se, o' = 0 surTL>,

gt = 0 surI'y. @' = gt surTee.
Démonstration. 1. identique au 1. de la démonstration du théoreme 4.4.
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2. On reprend les notations établies lors de la démonstration du théoreme 4.4. On note
i = —% —1et ,ufc = p; 6 pour ¢ > 1 tel que p; > )\}V —on suppose N > j tel que cela
soit vérifié — et § > 0 assez petit pour que p; soit le seul pole dans l'intervalle |p;, ,uj[

On note aussi a;- = —p; .

On procede une fois de plus par récurrence sur ¢ en partant du premier pole qui nous
assure d’étre dans l'espace variationnel W : p;. Le principe étant le méme que pour
I'impédance, nous ne détaillerons que le cas i = 1.

On a
Qa1+ —Qu = Resxzulr)‘@\o()\) = gM".

Appliquant la transformée de Mellin inverse le long des droites /ﬁ sur les probléemes
4.25 et 4.26, on obtient

+ - + +
a a a; +2 a; +2
65 é” = 9061 - §0e1 - 8923 ( e1 - e1 ) dans ng,

a;r—i-l

dyg" = ad, (Ql Q?lﬂ) + w“;r — waj’ sur I'S°,

— (e, 9]
M = OsurI'y
et
H1 ay ay oo
Ag't = @' —¢;' dans Qf°,
gt = 0sur 'L
o2 S o0
g = ¢ sur I'tC.

Comme pour I'impédance, ¢ et 1) n’ont pas de poles dans |y, u7[. Donc, <,0al+ — % =

@ZJ“T — waf = 0. Par contre, Q¥ admet des poles en p1; + 1 et g + 2 d’apres le théoréme
+ - + +
4.8 (voir figure 4.13). Donc Q" o Q" o Pt et Qe 2 Qo 2 172 ne sont
pas nuls et on obtient bien les systémes voulus.
O

4.2.6 Conclusion
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Re(\) = pf Im())
) M i iurfli 2
o3 1 0 Re(y)
o2 2 2

FIGURE 4.13 — Bandes infinies ne comportant qu’un seul pole chacune (encore).

En résumé, nous avons donc obtenu 'existence d’un profil ¢/ solution du probleme

alAgl = 0 dans Of°,
Agl = 0 dans Q,
¢ = ¢ surT,
aayqij = —0,¢) sur I,
0,¢ = 0sur I,
qg = Osur I'y,
j J 141
¢ = sy+o (7“2 J ) lorsque r — +400.

Il s’écrit sous la forme suivante :
N
. . . N
¢ =sp+x0), "+ QM
n=1

ou sé (prolongement continu par 0 de s/ & Q°), ¢ et Q" sont les solutions des problémes
(4.3), (4.20), (4.21) et (4.22) (la formule de s/ étant donnée par (4.2)) et N = j + 1. Les
comportements a l'infini de s7 et ¢"" sont connus du fait qu’ils appartiennent a

SMNO>®) = {u Dy € SMOEO), ue € SMO®) et uy = u, sur I’fo},

ou

L
SMNOX) = {u sou(r,f) = TAZIOgl ri(0), Y € COO([O,W})},

1=0
et

L
S)\(ng> = {u : U(IE,y) = .’L')\Z].Ogl $¢l(y)7 Tﬂl € COO([_17O])}
=0
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Par ailleurs, le théoréme 4.9 nous donne le comportement & l'infini de @9V et donc de ¢/.
Plus grossierement, on a donc

¢/ (r,0) = sb(r,0) + x0a" (1,0) + x0O (7% logr) .
En particulier, on a
¢° = s+ x0 (V) +d"Dsg!) + x00 (r~2 logr) , (4.29)

ott d°®) e R et ¢°) vérifie

3§q8(1) = 0 dans Q2°, AL 0 dans O
g = ans 9°
01) _
Oyte = O Ee 0, qo(l) = 0 sur L
Vi - n >
1) _
Qe = OsurI'y, o(1) o(1) o
G = e sur IS

On a donc qg(l) = 0 et le probléme intérieur est alors identique a celui de son homologue
1).

pour 'impédance : p°) ; on peut donc prendre :

-k () ()
q; p a27rﬁ (m — 0) cos 5 + log rsin 5|

4.3 Profils du probleme d’impédance avec condi-
tion de Ventcel

Encore une fois, 1’étude des profils du probleme avec condition d’impédance de type
Ventcel suivant un processus similaire a celle du probléme avec condition d’impédance de
type Robin, la structure de cette partie sera la méme que celle de la partie 4.1.

4.3.1 Introduction et définitions

L’étude des profils d’impédance avec condition de Ventcel suit celle de 'impédance de
condition de Robin. Nous contenterons donc d’en préciser les différences tandis que nous
passerons sous silence les similitudes.

Définition 4.9. On nomme profil du probléme avec condition d’impédance de type Ventcel
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la solution du probléme

ozAp{/ﬁ = 0 dans QF°,

)

ol = 0surTy,
P+ adpl 5 — B2l 5 = 0 surTY, (4.30)
pzl,ﬂ(o) = 07

p‘jlﬁ ~ s lorsque r — +o0.

)

> 0] 'y

FIGURE 4.14 — Domaine des profils du probleme avec condition d’impédance de type Ventcel.

4.3.2 Existence et unicité de solutions variationnelles au pro-
bleme de type profil

Les problemes variationnels de type profil avec condition d’impédance de type Ventcel
sont de la forme :

—aAu = f dans Q°,
Oyu = 0sur I,
(4.31)
u+adu—B0iu = gsur Iy,
u(0) = 0.

L’espace variationnel associé aux problemes de la forme de (4.31) :

Vo= {v e L2 () + Vo LAOX), vlrge € LATY), drvlre € LATY), v(0) =0}

Cet espace est un peu exotique dans la mesure ou il posseéde une condition de Dirichlet
ponctuelle alors que nous sommes en dimension 2. Remarquons cependant que les conditions
Vlpee € L2(I'°) et O-v|pee € L2(I'Y°) se traduisent par v € H'(I'Y°). Or, pour tout I' C 'Y
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borné, on a HY(I'™®) ¢ HY(T), ce dernier s’injectant de facon compacte dans C(T'). On en
déduit que la condition v(O) = 0 fait sens.

Proposition 4.7. V, muni du produit scalaire

(u,v) = / Vu- Vo + uv + O-udrv

e re
est un espace de Hilbert.
Démonstration. Remarquons que V, C V;, ou V; est 'espace variationnel associé au profils
avec condition d’impédance de Robin. Il suffit donc de prouver que V, est fermé dans V.

Ce qui est immédiat aux vues de la forme de V, et de la remarque sur la continuité faite
ci-dessus. O

Théoréme 4.10. Soient g € L2(T'P) et f € L2 (°) telle que (1+17)f € L?(5°). Alors il
existe une unique solution a (4.31) dans Vy.

Démonstration. Identique a celle du théoreme 4.1 . O

4.3.3 Développement « sur-variationnel »

Comme précédemment on va insérer formellement dans (4.30) I'expression suivante :

+oo
]7”
> P
n=0
oll, pour tout n, pf,% € S%+j_”(ﬂi°°).
On obtient
+00 )
Z aApf/”% = 0 dans °,
n=0

+oo )
Z prf,’z = 0 sur I'Y°,
n=0

too . )
Z(pi% + ozal,pf,’y% - B@%p{l’fé) = 0Osur I'®,
n=0

+oo
> pl(0) = o
n=0
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A Tinstar des cas précédents, on regroupe les termes qui appartiennent aux mémes espaces
a partir de la condition sur I'(° :

+o0 +oo
: 3 : 0, gl 0 3 -1 2
>+ adupyly = B = Py + U p a0 g+ D> (s adupyly = BORYET)

Nous aboutissons cette fois-ci a trois problemes :

Apf,’oﬁ = 0 dans °, Apfllﬂ = 0 dans Qf°,
ol = 0sur I, (4.32) duply = 0sur I, (4.33)
\;’% = Osur I'Y®, V’% = —aal,p{/’% sur I'y°,

et
Apﬂv?j; = 0 dans Q°,
8Vpi’7% = Osur I'Y, (4.34)
Py = —eduplly B sur I

Le cas des problemes (4.32) et (4.33) est déja traité dans la proposition 4.2, la proposition
suivante traite de celui de (4.34).

Proposition 4.8. Les fonctions de la forme

n

Py = Z ! )pv,ﬁ
=0
j—l

sont solutions de (4.34) ot ¢®) =1 et les Pyg (=0 ¢ S%H_”(Q‘fo) sont construits par itération

a partir de pf;(o) = sJ comme étant solutions de, pour | > 2,
Ap{,%) = 0 dans QF°, Ap{,alg) = 0 dans °,
8@{1%) = 0 sur I'}°, 8@{,%2 = 0 surg,
p{/%) = —ad,s’ sur pf,(lﬁ) = —aaypiflﬁ_l) + 583p1fl5‘2) sur I'ge.

En particulier, p{,’% € Séﬂ;n(gioo)-

Ecrivons maintenant p{, s a l'aide d’un reste :
N

. A .7 N

Pep =5 +x0 ) mls+ POV

n=1
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Remarquons que contrairement a la dérivée normale, la dérivée tangentielle ne commute
pas avec xg. Ceci occasionne I'apparition de termes supplémentaires ; en effet, pour qu’ainsi
o - 5, N . - .
écrit, pf,ﬁ vérifie (4.30), P2 doit vérifier :

aAPIMN = f dans Q°,

o, PN = 0sur 'Y,

(4.35)
PIN +ad, PPN — pOZPIN = g sur T,
PPN(0) = 0,

avec

N .

M

n=1

et

N
N N—1 | N—2 1 1
9 =—xo(ad,pyy — BOIPL s~ — BOIpL s )+ B Y 20-x00-p)5 + Pl 502 x0-

n=0
Proposition 4.9. Pour N > j, le probléme (4.35) admet une unique solution P3N dans V.

Démonstration. Remarquons que le second membre associé au Laplacien : f — ainsi que le
deuxieme terme de g :

N
> 20,x00-1 "5 + DY 502 X0,

n=0

sont C* & support compact. Ils appartiennent donc a L?(°) et L2(T°).

Comme Yo annule la fonction au voisinage de 0, il ne reste donc que la question de
lintégrabilité en 400 du premier terme du second membre g sur I'S° :

i,IN i, N — j,IN —
—xo(adupyy — BOTRLE — BOILE )

e$%+j*(N+1)(Qioo) ES%Jrj*N(Qioo)

Or d’aprés la démonstration du lemme 4.1, on a xoSMT®) C V, pour A < —%. On aura
donc

- . -
Xo(ad,ply — BoZply ™t — BoZply %) € LA(TY)
si

1 1 1 1
—4+i—(N+1)<—= ~4+4j—N -
2—|—J (N+1)< 2et2+] +< 5

et donc
N>j+1.

Ainsi, pour N > j + 1, le lemme de Lax-Milgram assure donc 'existence d’une unique
solution & (4.35) dans V. O

Nous avons obtenu ainsi obtenu le
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Théoréme 4.11. Pour j > N + 1, le probléme (4.30) une solution qui se décompose sous la

forme
N

p{,ﬂ =54+ xo Z pf,% + Pg’N. (4.36)

n=1

Remarquons que grace a la troncature et au fait que s’ soit nulle sur I'S°; il n’a pas été

v

nécessaire d’imposer la condition de Dirichlet en O pour la partie sur-variationnellle ; pour

la partie sous-variationnelle, c’est en revanche indispensable. Le comportement a ’'infini des
in 2 N . . . ;

pf,’ 5 €tant connu, reste a voir, une fois encore, celui de Pg’N .

4.3.4 Reégularité elliptique et transformée de Mellin du terme
sous-variationnel

Comme seul le comportement & I'infini de P?" nous intéresse, nous allons, & l'instar
des cas précédents, nous affranchir des difficultés qui peuvent intervenir proches de 0 en le
tronquant par xo. Afin d’alléger les notations, nous écrirons :

P = PV,

PY résout alors
aAP? = ¢ dans QF°,
0,P? = 0sur 'Y, (4.37)
PO+ a0, P? — po2P? = ) sur TP,
ol ¢ est a support dans la couronne [Ry, R1] x [0, 7] et ¢ = xo0g.

Comme précédemment, commengons par établir 'appartenance de P, aux espaces a poids
K5,
Lemme 4.15. Vy < —1, PY € K5(Q°) N K.

Démonstration. Idem démonstration lemme 4.2. O

Lemme 4.16. Vm € N, P? € K™ _, (Q°) N K™, (T').

Démonstration. Idem démonstration lemme 4.3. O

Nous pouvons maintenant nous atteler a la transformée de Mellin de P .

Lemme 4.17. La transformée de Mellin de P? — notée I/DEJ — est bien définie pour Re A > 0
et holomorphe pour Re A > 0 (voir figure 4.15).
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Im(\)

po holomorphe

0 Re(\)

FIGURE 4.15 — Domaine de définition de ]/3\9.

Démonstration. Idem démonstration lemme 4.4 (application directe des lemmes 4.15 et D.3).

O
Lemme 4.18. On pose Ay = % +j—N et Ny =y —i.

1. @ est bien définie et holomorphe sur C,

2. 12 est bien définie et holomorphe sur C\{\};, A%}, méromorphe sur C.
Démonstration. Identique a celle du lemme 4.5. ]
4.3.5 Développement « sous-variationnel »

En passant en coordonnées (t,0) avec t = logr, le systeme (4.37) devient

(02 + 92)P) = €% dans Rx]0, ],
89139 = Osur R x {n},
]SVE) - oze*t@glg\(,) - Be*tat(e*tat]?\?) = ¢ sur R x {0}.
En passant a la transformée de Mellin pour Re A > 0, on aboutit a
(N +R)PIN) = $(A—2) dans 0,7,
8pP%(\) = Oenr, (4.38)

— ~

PO(N) = () +adpPO(A+1) + BA+2)(A+ 1)PO(A+2) en 0.
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Nous retrouvons donc le probleme (4.15) dont le lemme 4.6 nous donne les conditions
d’existence d’une solution. Ceci nous permet d’énoncer ’analogue du théoreme 4.3.

Théoréme 4.12. ]/3? se prolonge de facon méromorphe a C. L’ensemble de ses pdles est
Pry =Z1N] — 00,0].
2

Démonstration. Idem théoréme 4.3. O

Remarque : Comme 1 admet non plus un pole mais deux : A} et A%/, la résonance des poles
s’en trouve amplifiée.

Lemme 4.19. Soit a € Ry. I existe P¢ tel que P} € K" .1, pour tout m € N, et F/’?()\) =
M[PZ(N), pour tout X € C tel que Re A > —a.

La preuve est quasiment identique a celle de son homologue, reprenons-en les grandes
lignes et explicitons les différences.

Démonstration. On procede par récurrence sur |a|, partie entiere de a en partant de —1.

la] = =1 D’aprés le lemme 4.16 et la proposition D.1, P € K™ _,(Q°), donc P? € K, .1 (€5°)
puisque m — 1 > m + a — 1. Par ailleurs, P? est bien défini pour ReA > m — (m +a —
1) =1 = —a d’apres le lemme 4.17.

la] >0 Soit n € N*. On suppose le résultat vrai pour tout a tel que |a] < n.

Soit a € Ry tel que |a] €]n,n + 1]. D’apres le théoreme D.1, il suffit de vérifier que,
pour tout Re A = £ € [—a, 0] (pour £ > 0, on sait déja que P? répond au probléme),

1.6 = [ |

1/33](5 + 277)H dn < +oo.

2
H™ (10,7 ,[nl)

Comme ﬁ? résout (4.38), on obtient par régularité elliptique et théoréme de trace que

| @(MHZMJOJLMD < (18O = Dl goep gy + P [N
+ ’ PY(A + 1)Hi]m+2(}0m[,ln\)
+|+ 20+ PO+ Q)Hi{quo,w[,mn) '

En reprenant la définition de |[[.| (7 5), on peut voir que

2

|+ 200+ DR+ )| <C(©)| m o]

H™+2(j0,7]nl) —

P2(x +2)

ou la constante en £ peut étre majorer par une constante indépendante de celui-ci grace
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a 'hypotheése Re A = £ € [—a,0[. On a donc

In(§) <C (/R 1B = 2)1Em o, ) + n|*™ BN Pdn + gz (€ + 1) + Inga(€ + 2)) :

Le trois premiers termes du second membre de cette inégalité ont déja été traité dans la
démonstration du lemme 4.7. Le dernier terme se traite exactement de la méme facon
que le troisieme.

O]

Théoreme 4.13. 1. Soit n € N. Il existe des fonctions p\’fﬂ € SP(5°) telles que

Pr= > Wy+ha
,U,E'PZVH[—’H,,O]

avec Ry € K7\ 15, 0 >0, m €N,

2. Pour u € - )\}V, —% , les pifﬁ sont construits par récurrence a l’aide de
Apl 5 = 0 dans 0, +00[x]0, 7],
depy 53 = 0 sur]0,+oo[x{r},
_3
Phg = arloppl 4+ (1 6,2)B2pl 5 sur 0, +oo[x{0}.

Remarque : on prétera attention au fait que, dans la troisieme équation du 2., le terme en
3

2 s : -3 . ,
8T n’intervient pas pour pV”B malis est présent pour tous les autres.

Démonstration. 1. Identique a la démonstration du théoréme 4.4.

2. On note p; = —% —1et ugt = p; =8 pour i > 1 tel que pu; > Ak, — on suppose N > j tel
que cela soit vérifié — et § > 0 assez petit pour que u; soit le seul pole dans I'intervalle
Ju;, 1 [ On note aussi i = —uF.

On va procéder par récurrence sur ¢ en partant du premier pole qui nous assure d’étre

dans ’espace variationnel V : —%. En effet, d’apres le lemme 4.1 et le théoreme 4.12,
le premier A € Pz, tel que A < —% est —%, d’ou la définition de ;.

1 =1 : En rappliquant le procédé décrit en premiere partie, on obtient

ar o a; >\/\0 — ptt
P, Pt = ReSAzm Py (A) =Py

En appliquant la transformée de Mellin inverse au probleme (4.38) le long des
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droites Re uf, puis faisant la différence des deux problemes, on obtient

Aplls = ©¥ — % dans 10, +00[%]0, 7],

dpyly = 0sur 0, +oo[x{r},

piy = o v ragy (PRI

+ —
+302 (PV“I 2 po *2> sur )0, +o0[x {0}

En effet, nous avions déja vu dans la démonstration du théoreme 4.4 — grice au
+

i , . o1 1

lemme 4.7 et aux propriétés de la transformée de Mellin — qu’il existe Pyt N

K™ L (99°) tel que
m+aj

S

ML PO+ 1)] (1) = e PE (o),

1

On obtient de la méme facon lexistence de Py i+ ekKm (©2°) tel que

m+ai+1

M;ﬁ {(A+2)()\+ 1)]33)(/\+2)} (t) = e ', [ t9, ( p +2(t)>] _ 83P3%+2.

1

A Vinstar du cas d’impédance de type Robin, 1/) et @ n'ont pas de poles dans
|| [ par hypothese sur N. Donc, par théoreme des résidus, ¢a1 = 1/1“1 et

e = o I/D\Oaun pole dans |u; + 1, + 1] en —3 don cPalJrl Pt =
pi,“/;r n’est pas nul. Par contre PY n’a pas de pole dans Juy + 2,47 + 2[, donc
P 42 _ pit? (voir figure 4.16). On a alors
Apvﬂ = 0 dans ]0, +00[x]0, 7|,
891)5,16 = 0 sur |0, +oo[x{m},
Py = a- agpm+1 sur |0, +oo[x{0}.

i > 1 Le procédé est identique au cas précédant hormis le fait que ]36 admet un pole

dans |y +2, i +2[ & partir du rang 2 (voir figure 4.17). Donc Py 2 Pl =

i+
Py'g n’est pas nul et on a alors

Apyis = 0dans ]0,+oo[x]0, 7|,
dgpy's = 0sur 0, +oo[x{r},
Py = a 6 p“zJrl + BOZpt! ’“+2 sur ]0, +o00[x{0}.
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R,e(/\)‘: 1y ‘ Im(\)
Cm p+1 ] pm+2 |
o3 1 0 1 Re(
.2 2 2
Re(A) =

Re(\) = 15 Im())
L pa+1 po+2 |
-5 31 0 1 Re
| 2 2 | S
Re(A) = py

FIGURE 4.17 — Bandes infinies ne comportant qu’un seul pole chacune; étape i.

4.3.6 Conclusion

En résumé, nous avons donc obtenu l'existence d’un profil p{h P solution du probleme
ozAp{,ﬁ = 0 dans °,
&,pf,’ g = OsurI'Y,
p{,ﬂ + ozal,p{,ﬁ — ﬁﬁzp{,ﬁ = Osur 'Y,
p{;,ﬁ(o) = 0,

pf,ﬂ ~ &7 lorsque r — +o00.

Il s’écrit sous la forme suivante :
N
. A : N
Prp =5 +x0 ) s+ PN,

n=1
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ot 7, pi% et PN sont les solutions des problémes (4.3), (4.32), (4.34) et (4.35) (la fprmule
de s7 étant donnée par (4.2)) et N = j + 2. Les comportements & l'infini de s/ et Py sont
connus du fait qu’ils appartiennent a

L
SO = {u sou(r,0) = TAZlogl ri(0), Y € COO([O,W])}.

=0

~ Par ailleurs, le théoreme 4.13 nous donne le comportement a 'infini de PJN et donc de
p{u 3 Plus grossiérement, on a donc

p{,,g(ﬁ 0) = s (r,0) + xgp‘j,”}g(r, 0) + x0O (rj_% log 7«) _
En particulier, on a
Pgﬂ = 50 + Xo (pg%) + C%(l)s—l) + XOO (’F—% Iog r) (439)

R L aps 0(1
avec aux vues du probleme vérifié par pv(ﬁ) :

o) _ o(1) _ 11{ B (9) log 1 si <9>]
Dyg = Dr a27r\/F (m—0) cos 5 + log r sin 5) |
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Conclusion générale et perspectives

Le travail effectué dans cette thése s’inscrit dans la lignée de [34]. A Pinstar de ce dernier
on a commencé par étudier la construction des développements asymptotiques des solutions
des problemes de transmission et avec condition d’impédance. Pour cela, les profils qui sont
associés a ces problemes ont dii aussi étre étudiés et, plus particulierement, leurs comporte-
ments & l'infini. La construction des développements asymptotiques nous a permis de mettre
en lumiere de maniere précise les facteurs limitants de ’approximation de la solution du
probleme de transmission par celle du probléme avec condition d’impédance. Forts de ces
connaissances, diverses approches ont été proposées afin de venir pallier la perte de conver-
gence entre les deux solutions.

Deux approches agissent sur I'erreur L? ; elles sont de méme nature dans le sens ot toutes
deux sont des conditions d’impédance modifiées. La premiere est une condition multi-échelle
de type Robin ou le coefficient de la condition d’impédance est remplacé par une fonction.
La seconde est une condition de type Ventcel : un terme d’ordre 2 comprenant une dérivée
tangentielle seconde est ajouté a la condition d’impédance initiale.

La troisieme approche — dite méthode de plaquage des profils — agit sur les erreurs
H' et L™ ; elle est de nature différente des autres dans le sens ol ce n’est pas une condition
d’impédance a proprement parler mais en a les avantages. Elle consiste a approcher la solution
du probleme de transmission par le début de son développement asymptotique.

Ces trois approches nécessitent un travail particulier sur les profils et notamment la capa-
cité de les simuler numériquement. Des travaux ont été effectués en ce sens, nous permettant
de mettre en ceuvre les stratégies proposées et de tester leur efficience. Les simulations me-
nées attestent de la validité numérique des trois approches alors que la validité théorique de
celles-ci n’a pu étre montrée que pour deux d’entre elles : la méthode de plaquage des profils
et la condition multi-échelle de type Robin.

L’extension de ces problemes a des cas tridimensionnels a ensuite été étudiée; d’abord
dans des cas réguliers puis irréguliers. Nous avons ensuite traité de I’adaptabilité des méthodes
proposées dans le cas bidimensionnel au cas de la dimension 3. Les conditions multi-échelle de
type Robin et de type Ventcel se sont avérées valides dans le cas du probléme en dimension 2
extrudé en dimension 3 et ne demandent pas plus de travail. L’adaptation de la méthode de
plaquage des profils, elle, demande un travail supplémentaire dans le cas de la dimension 3 :
I’extraction de la fonction de singularité du probléme.

Quelques perspectives a présent. Concernant le cas de la dimension 2, donnons tout
d’abord deux perspectives d’ordre technique : la premiere serait de démontrer 1’efficience de
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la condition de type Ventcel; la seconde serait d’envisager d’autres méthodes de simulation
des profils (notamment avec des conditions intégro-différentielles, lesquelles sont parfaitement
absorbantes) permettant ainsi d’améliorer leur approximation. Plus généralement, d’autres
conditions d’impédance pourraient étre élaborées prenant en compte plus fidelement le com-
portement de la solution sur l’ensemble de la frontiere (voir [9]). Par ailleurs, les approches
développées ici pourraient étre adaptées a d’autres probléemes (Lamé, Helmholtz, Maxwell. . . ).

Concernant le cas de la dimension 3, le travail a venir reste important. Outre I'adaptabilité
de nos méthodes & d’autres problemes, celles-ci doivent d’abord se voir étudiées dans les autres
géométries possibles en dimension 3. En effet, nous n’avons étudié ici que le cas de singularités
de type aréte mais pas de type coin et coin-aréte. Ceci nécessitera aussi la construction des
développements asymptotiques des solutions des problemes de transmission et d’impédance
dans ces cas-la et donc un travail sur les profils associés.

L’étude du laplacien dans le cas d’'un domaine a coin semble a priori la plus abordable ; en
effet, celle-ci devrait peu ou prou étre similaire & celle menée au sein de cette theése a ceci pres
que les singularités ne sont pas explicites. Les idées d’améliorations des conditions d’impé-
dance proposées ici devraient elles aussi pouvoir s’adapter ; seule I'inexplicité des singularités
et des profils pourrait contrevenir a sa mise en pratique.

L’étude du laplacien dans le cas de singularité de type aréte-coin sera sans doute plus
difficile a aborder et donc a voir dans un second temps; peut étre sera-t-il méme plus facile
d’étudier des problémes a priori plus difficiles (Lamé, Helmholtz, Maxwell. .. ) dans les cas
arétes et coins. Que la Force soit avec ceux qui poursuivront ces travaux.
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Annexe A

Inégalités de Poincaré

Nous n’énoncerons pas les inégalités de Poincaré en toute généralité mais détaillerons
celles de Poincaré-Friedrichs que nous utiliserons abondamment ainsi que son corollaire ap-
pliqué & des conditions de Ventcel.

Théoréme A.l. (Inégalité de Poincaré-Friedrichs) Soit Q C R un ouvert borné connexe
lipschitzien et I' C 0N de mesure non nulle. Il existe une constante C > 0, dépendante de §2,
telle que pour tout u € H'(Q),

Cllu %,F‘

o < IVulgo+u

Démonstration. Par I’absurde, supposons que

VC >0, Juc HY(Q)/ ||Vu

3,9 + [Ju

o.r < Cllullf o

1
Prenant C' = —, on aboutit a
n

1
vn e N, Ju, € H'(Q)/ |[Vun|§ o + [lunllgr < ﬁllunllg,g- (A.1)

Comme HuanQ > 0, on peut supposer HunH%Q = 1. Par hypothese sur €, I'injection de
H'(Q) dans L%(2) est compacte. Il existe donc une sous suite (u,,) de (u,) qui converge
dans L?(£2) et on note u sa limite.

Or Vu,, — 0 dans L?(Q) d’aprés (A.1), (up,) est donc de Cauchy dans H'(Q2). Elle
converge dans H'(Q), sa limite est u par unicité.

D’ott Vu,, — Vu dans L*(Q), donc Vu = 0 p.p. sur Q et donc u = k constante p.p. sur
Q. Par continuité de la trace, u,, — u dans L*(T). Or u,, — 0 d’aprés (A.1), donc u = 0
p.p. sur I'. Or — en notant yo(u) la trace de u — 7o(u) = (k) = k, d’ou k = 0 et donc
u =0 p.p. sur Q, ce qui est absurde puisque ||ul|;.o = 1. O

Nous avons le corollaire suivant :
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Corollaire A.1. Soient Q C R un ouvert borné connexe lipschitzien et T' C 0, de mesure
non nulles. On pose
V={ue H(Q):(u) € H(T)},

ot Yo(u) désigne la trace de u sur OS2 et de norme associé

2 2 2
1% = 1-lTe + -
1l existe une constante C' > 0, dépendante de 2, telle que pour tout uw € V,

lully < CUIVullg o + IVullg r + llullg r)-
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Annexe B

Principes du maximum

Les principes du maximum ¢énoncés dans cette annexe sont abondamment utilisés dans le
chapitre 2 afin de comparer les différentes approximations des profils p{_, p& g €t ¢’. Précisé-
ment, ils nous permettent d’en établir la positivité et diverses relations d’ordres entre celles-ci.
Etant dans un cas relativement simple, nous avons pu les adaptés & partir du principe du
maximum établi dans [7]; pour un principe du maximum sur des opérateurs plus généraux
avec conditions de Robin, voir [26]

Théoreme B.1. Soit Q) ouvert borné connexe lipschitzien et 02 son bord. On décompose son
bord de la fagon suivante : 0Q =TqUT, UL} avec T'q # 0 ou Ty # 0.

Soient f € L*(Q), gu € L?(Ty), g: € L*(T',) et a, respectivement c, strictement positives
et bornées sur §2, respectivement T'y.

On note V = {v € HY(Q) : v|p, = 0}. Supposons que u € H'(Q) NC(Q) vérifie, pour tout

v eV,
/aVu'Vv—l—/ CUU:/fU+/ gnv+/ grv.
Q r Q T'n Iy

Si f, resp. w, resp. gn, resp. gr, est positive sur 2, resp. I'q, resp. I'y, resp. Ty, alors u
est positive sur €.
De méme, si f, resp. u, resp. gn, resp. gr, est négative sur €, resp. I'q, resp. Ty, resp. Ty,
alors u est négative sur ).

Démonstration. Basée sur la démonstration du théoéreme IX.27 de [7]. A cause de 1’absence
de termes du type
/ uv
Q

dans la formulation variationnelle vérifiée par u, nous ne pouvons appliquer directement cette
méthode au probleme vérifié par u, il nous faut passer par un probléme approché et vérifier
que sa solution converge bien vers w.
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Probléme approché et principe du maximum Soit ¢ > 0. Supposons que u, € H LQ)n
C(Q) vérifie, pour tout v € V,

/aVue-Vv—i-e/uﬁv—Fe/ UV + cuev:/fv—k/ gnv—i-/ Gr.
Q Q Ty Iy Q I'n Iy

Posons

K = f gn Ir
¢ = max < sup =, sup u, sup —, sup —
Q €1y TIn € I, C

et ve = (ue — K¢)+ la partie positive de ue — K. D’ apres le corollaire 3.1.12 de [22],
ve € HY(Q) et Vv, = X[ues> K] Vte. Comme ue < K, sur I'y, ve € V. On peut donc
injecter ve dans la formulation variationnelle ci-dessus et obtenir que :

/ CL|VU6’2+E/ Ueve+5/ Ue”e"‘/ ClUeVe :/fve+/ gn”e"‘/ GrUe-
[ue> K] Q In I, Q I I,

On en déduit alors

\Y € 2 + / € Ke 2 +
‘/[UEZKE] a’ B ’ ‘ [UEZKG](U )+

6/ (ue — Ko)% —|—/ clue — K¢)2 =
TnNfue>Ke] TNfue> K]

/Q(f — eKe)(ue — Ke)+ +/ (gn — €Ke)(ue — Ke)+ "‘/ (gr — cKe)(ue — Ke)+.

n T

Le second membre de cette égalité étant négatif ou nul par définition de K, on en
déduit que u, < K¢ p.p. sur , I', et T'}.

De méme, en posant

ke = min {inff,infu,infgn,infgr}
Q € T4 I'n ¢ It c

et en considérant —u,, on montre que u. > k. p.p. sur §2, I'; et T'}.

Passage a la limite On pose e, = ue — u. Lequel vérifie pour tout v € V,

/aVee~Vv+e/uev+e/ uev—k/ cecv = 0. (B.1)
Q Q n r

Montrons que, pour tout v € H(Q),

e/ueU%O, e — 0.
Q

En prenant v = u. dans la formulation variationnelle vérifiée par ce dernier, on obtient :

2
laVuell§ o + elluells o + elluelg r, + lleuello r,

:/fue+/ gnue+/ JrUe
Q T Iy

<cf

lo.o + llgnllo,ra + llgellor ) lluell1,0-
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ANNEXE B. PRINCIPES DU MAXIMUM

Usant de I'inégalité de Poincaré (ou Poincaré-Friedrichs si I'y = (), voir théoréme A.1),

on a :
lud?o < C(IVuclda+ luclr,)
< C(JaVula+ lleudFr, + ellucldq + elucldyr,)
< C(Ilfllog + lgnlloxa + lgrllor. ) el o

On a donc obtenu que u, est borné dans H'(f2) indépendamment de ¢ et on alors la
limite souhaitée : pour tout v € H(Q)

e/ugv
Q

< elluclloallvlion < Cellvllia — 0.
D’ot,

6/ lucu] — 0.
Q e—0

<e (/ |ue|? +/ |u6u|) =0
Q Q
/ Ue€e

En prenant v = e, dans (B.1) et en faisant tendre ¢ — 0, on obtient

On en déduit, lorsque € — 0,

/ UeCe
Q

€

et que

€ — 0.

2
IVeclga + lleecllor, — 0.

Par ailleurs, l'inégalité de Poincaré (ou Poincaré-Friedrichs) s’applique a e, on en
déduit alors que

lecl? o < € (IVeclida + llceclisr,) = 0, € = o.

Conclusion Comme u, — u dans H'(£2) & une sous suite prés, on en déduit que ue — u
p.p-. Si I'on suppose les hypotheéses sur le signe des données initiales vérifiées, on a
ue > 0 p.p. ou ue < 0 p.p. et en passant a la limite on obtient © > 0 ou u < 0.

O

Le méme théoreme est valable avec une condition de Ventcel a la place de celle de Robin :

Théoreme B.2. Soit Q ouvert et 92 son bord. On décompose 02 de la facon suivante :
0N =TqUTLUTy avec Tq # 0 ou Ty # 0. On note O et A les extrémités de T'.

Soient f € L*(Q), gn € L*(T'y), gy € L*(T). Soient a, respectivement b et c, strictement
positives et bornées sur S, respectivement I'y. Finalement, soit d une constante positive.
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On note V {v e HY(Q)n H'(Ty) : vlr, = 0, v(0) = 0}. Supposons que u €

HY(Q) N HYTy) NC(Q) vérifie, pour tout v € V,

/ aVu - Vv + cuv+/ b0 udrv + du(A)v(A) :/ fv+/ gnv—i-/ gy .
Q Iy Q I'n I'v

'y

Si f, resp. u, resp. gn, T€SP. Gy, est positive sur S, resp. 'y, resp. 'y, resp. I'y, alors u
est positive sur €.

De méme, si f, resp. u, resp. gn, 1€Sp. Gy, est négative sur ), resp. Iy, resp. 'y, resp.
Iy, alors u est négative sur €.

La démonstration s’effectue de facon identique.
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Annexe C

Régularité du laplacien dans un
angle droit

Considérons @1 et Q2 les quart de plans représentés dans la figure C.1.

r

Qo 1

FQ O Pl

FiGure C.1 — Voisinage de O.

Supposons que u € H'(Q1) soit solution du probléme
—Au = fsur Qq,
u = gsurly,
+ Dirichlet ou Neumann homogene sur I’

ou, pour m € N, f € H™(Q) et g € Hm+%(F1). On supposera de plus que f est a support
compact et, pour n € {0,...,m + 1}, " (0) = 0 si n est pair, respectivement impair, dans
le cas d’une condition de Dirichlet, respectivement Neumann.
On note @ = Q1 U @2, @ un prolongement de u a Q3 et u la fonction définie sur ) par

u sur @1,

% sur Qs.
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Théoreme C.1. Soit m € N, il existe un prolongement @ de u d Qo tel que u soit dans
H™2(Q).

Démonstration. Afin de préserver la continuité des dérivées de u sur I', on prolongera u par
imparité si on a une condition de Dirichlet sur I :

’fL(fL’,y) = _u(_xvy)’ (x’y) € @2,

et par parité si on a une condition de Neumann :

ﬂ(x7y) = u(—x,y), (xvy) € Q2-

D’apres le théoréme 3.44 de [15], u € H'(Q) et est donc solution de
—~Au = fsurQ,

u = gsur 'y UTy,

ot f et g ont été prolongées de la facon que u. Puisque f € H™(Q) et g € Hm+%(1“1 ury),
on en déduit que u € H™2(Q).
O]

Corollaire C.1. u est réguliére au voisinage de O.
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Annexe D

Espaces a poids et transformée de
Mellin

Cette annexe a pour vocation de présenter les espaces a poids et la transformation de
Mellin et quelques-unes de leurs propriétés dont nous aurons besoin. Il s’agit, a quelques
détails pres, d'une reprise de [10] adaptée au cas des profils qui nous intéressent ; toutes les
démonstrations ne seront donc pas reprise. Pour des définitions plus générales ou plus de
résultats et les démonstrations manquantes, le lecteur pourra se reporter a [10] ou [3] par
exemple.

D.1 Espaces a poids

On rappelle que Q° est le demi plan R x R*, Q3° la bande infinie Rx] — 1,0[ et I'° la
demi-droite R x {0}.

Définition D.1. Soient v € R et s € N, on définit K5(Q¢°) par

K3 (9°) = {u € L () : r‘o‘|_5+76(°;7y)u e L*(Q®), Va e N?, |a| < s},

muni de la norme

> ol =strga o2
Iy = 32 AT
al<s

De méme, on définit IC5,(€2°) par
K5 (05°) = {u € L2 (QF) + rlel=st0e ue L2(QF), Ya e N?, |a] < s}.
On pose alors
K3(0Q%) = {u tui € K5 (), ue € ICiJF%(QEO) et uj = ue sur Ffo} :
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D.1. ESPACES A POIDS

Finalement, on définit K’

o= N I=

I par
.
K-

(1) = {u € IR (T3°) : Fv € K5(0°), vlree = u}

(SIS

muni de la norme

ot ey = 08 {0l 00y 2 € KS(X), vl = u}.
T2

Remarque : Etant amené & jongler entre les coordonnées cartésiennes (z,y) et polaires
(r,0) et (t,0) ou t = logr, il convient d’établir une correspondance entre les espaces a poids
en fonction des coordonnées dans lesquelles ils sont définis.

Notons encore une fois qu’il y a une différence d’indice sur les espaces & poids auxquels
appartiennent les différentes composantes de u dans la définition de ICi(QOO). Précisément, u,

1
s+35 . . . . c 122
est dans Ky *(02°) tandis que u; est dans K5 (25°). Ceci provient du fait que u est considéré
en coordonnées cartésiennes sur €2° et polaires sur 29° : le changement de variables pour
passer d’'un systéme de coordonnées a ’autre engendre le décalage de %

Lemme D.1. Va € N?\{(0,0)}, 3d, 5 € C(SY), B € N2, |B| < |al, telles que

W= > 11 p(0)(r0)M 0 a = Y e7ld, 5(0)0), )

0<|B|<l|e 0<|BI<|e|

Réciproquement : Vo € N2\{(0,0)}, 3d, 5 € C(Sh), B e N2, |B| < |al, telles que

Wpgio= Y rllds 5(0)0], , u.
0<|8<lof

La démonstration de ce lemme de calcul différentiel est laissé au lecteur. Le résultat est
encore valable en dimension supérieure.

Lemme D.2. Soient vy € R et s € N.

1. Le changement de variables (z,y) + (t,0) induit un isomorphisme de KC5 () dans

Ki = {u € L}, (Rx]0,)/ !0~V € H*(RX]0,7])} .

2. Le changement de variables (z,y) = (t,y) induit un isomorphisme de KC5(€22°) dans

Ko ={ue L} (Rx] = 1,0))/ e0~**2u € H (Rx] —1,0])} .
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ANNEXE D. ESPACES A POIDS ET TRANSFORMEE DE MELLIN

Démonstration. Les démonstrations de (1) et (2) étant identiques, nous ne démontrerons que
(1). On appelle

R = {ufe 0095 it € I2(Rx]0,7]), V]a| < s}.

Montrons que K;j est isomorphe & K; puis K; & K5(92%). Soit a tel que |a| < s, notons
£ =~ — s+ 1, nous avons

0 g (c6n) = op (e052a)

= X () oo
B1+pa=a1

= Y Peloa5u
B1+B2=a1

On en déduit que u € Kj si et seulement si u € Iz

L’isomorphisme entre K et K5(92¢°) résulte du lemme précédent et des définitions des deux
espaces. ]

Remarque : La démonstration de ce lemme, attentivement observée, montre une dépen-
dance polynomiale de la constante en £ dans la majoration de la norme K; par la norme Kj;
et donc par la norme K7 . Celle-ci n’a guere d’impact lorsque nous sommes sur les demi-
droites complexes ou & est fixé. Par contre il faudra étre vigilant lorsque ’on voudra utiliser
ces résultats d’isomorphismes sur des demi-plans ou £ ne sera plus borné.

Avant d’énoncer la prochaine proposition, rappelons quelques définitions.

Définition D.2. On note xi une fonction de troncature, C*° ; ne dépendant que de r sur
R x Ry (donc radiale) et que de x sur Ry x [—1,0] ; valant k pour r < rg ou x < rg (prés de
Uorigine) et 1 — k pour r > r1 ou ou x > ry (loin de lorigine) avec 0 < ro < 11.

Définition D.3. On définit 'espace fonctionnel SM(Q5°) par :

L
SO = {w s w(r,f) = r/\Zlogl ri(0), ¢ € COO([O,TF])} ,

=0

Proposition D.1. SoientyeR et s€ N, on a :
1. pour tout o € N?, |a| < s, Uapplication 0% : K5(02%°) — ICiﬂal(Qoo) est continue.
K£(Q%°) € KY_, ().
Siy < ', alors x1K5(92%°) C x1K5,(92°%).
Siy >4, alors xoK5(92%°) C x0kK3, (92°°).
Siv € S(°) alors xov € K5(27°) si, et seulement si, A +v < s — 1.

v Lo e
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D.2. LA TRANFORMATION DE MELLIN

Démonstration. 1.
2
9%ul12 H B8] =s+lal+v 5B (9 ‘
0%l vty 2 @] 20
|B|<s—|a
- 3 HT|5\+\a|—s+waa+ﬁu‘; .
1B1+al<s %)
2
< HUH,@(QW)-

2 _ —5,,1|2 2
2 Nl oy = Il < l0ls ooy
3. Pour v < +/, il suffit d’écrire les définitions et de remarquer que

— / — /7 —
plol=st7" — plal=stv,0' =7 < oplol=sty,

De méme avec s’ < s en majorant la somme sur |a| < s’ par une somme sur |a| < s.
4. Idem (3).

5. Comme le comportement en l'infini de d%v est régi par 1%l et que la présence de
la troncature fait que seul celui-ci nous intéresse, il suffit de regarder — par définition
de K5(Q¢°) — quand rled=strpA=lel ost dans L2(Q9°). Cest le cas si et seulement si
2(A+v—s)+ 1< —1, autrement dit, A +v < s — 1.

O

D.2 La tranformation de Mellin

Nous définirons la transformée de Mellin d’abord dans R puis dans Q° et {22° en rappelant
au passage quelques propriétés et liens avec la transformée de Fourier.

D.2.1 Définitions

Dans R*

Définition D.4. Soit u € D(R"), la transformée de Mellin de u, notée M|u] est définie pour
tout A € C par :
dr

r

M) = [ )
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ANNEXE D. ESPACES A POIDS ET TRANSFORMEE DE MELLIN

Comme l'intégrant est analytique en A sur le support de u, les théorémes d’inversions limite-
intégrale permettent d’en déduire que MJu| est également analytique sur C.

Nous avons de plus un lien explicite avec la transformée de Fourier. Pour voir cela écrivons
A = & + in et considérons le changement de variables ¢t = Inr, u(t) = u(r). M[u] s’écrit alors
comme :

M[u)(\) = /R e TONT

M (u] est donc la transformée de Fourier de ¢ — e~¢4(t) calculée au point 7. Ce point de vue
pourra s’avérer utile par la suite pour déduire des propriétés sur la transformée de Mellin a
partir de la théorie hilbertienne de la transformée de Fourier.

Dans Q>

On note

B (r,0) sur Q°,
(78) =
(z,y) sur Q.

et u(z,y) = u(r,0).

Définition D.5. Soit u € D(Q*°). La transformée de Mellin est alors définie par :
+oo —\ dr
_ A (=
M(ul(N) —/0 T u(r,&) -

De la méme fagon que précédemment, ie grace au changement de variable t=Inr, on peut
voir M[u]()\) comme la transformée de Fourier partielle de ¢ — e~¢%i(t, 6) en 7, avec 6 dans
le role du parametre.

Il faut garder & Pesprit que la transformée de Mellin dépend de 6 méme si celui-ci n’ap-
parait pas dans les notations afin de les alléger quelque peu. La proposition suivante, via le
théoréme de dérivation sous le signe intégral, montre d’ailleurs que 6 +— Mu| est C*> sur
[—1, 7. La fonction A — MJu](\) est donc analytique a valeurs dans C*°([—1, 7]).
Proposition D.2. Soit u € D(Q°). On a, pour tout n € N,
— gM[u)(A) = M[FGul(X),
— MU\ = A Mu V),
— ORMu](X) = M[(=1)"t"a](A).

Démonstration. u € D(2°°), on peut donc appliquer le théoreme de dérivations sous I'inté-
grale. O
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D.2. LA TRANFORMATION DE MELLIN

Dans L*(Q*)

A Tinstar de la transformée de Fourier, la transformée de Mellin s’étend comme opérateur de
L? dans L. C’est I'objet du lemme suivant ; les définitions quasi-identiques ne different que
par la droite complexe sur lesquels elles sont posées.

Lemme D.3. Soient v € R et u € L?(Q>).

Siu e ICg(QiOO), la transformée de Mellin M{u] de u est bien définie pour Re X = ¢ =
—v — 1 comme fonction de L*(R x [0,7]) :

(n,0) = Mlu] (& + in) € L*(R x [0, 7]).
La réciproque est vraie et on a :

lullo ey = M€ + i) 2@ 0.0

1
Siu € ng(ng), la transformée de Mellin M{[u] de u est bien définie pour Re A = £ = —y — 5
comme fonction de L*(R x [—1,0]) :

(1,8) = Mu] (€ + in) € L*(R x [-1,0]).

La réciproque est vraie et on a :

||U||/2cg(ﬂgo) = [[Mu](€ + i')||2L2(RX[—1,O})'

Démonstration. 1. D’une part on remarque que
d
[ leac oo = [ ptaro)Pao = [t y)Pde.y),
Rx[0,7] R+ x[0,7] r Q°

192

donc (t,0) +— e~Stu(t,0) € L?(R x [0,7]) si et seulement si r—¢"lu € L2(Q), ie
u € K5(0).

D’autre part on a, par les théoréemes de Fubini-Tonelli et Plancherel,

IMEE + i omntomy = [, IMEE + im) P

N /[o,w] /R ‘f {efg'u(w 9)} (n)\2 dnde

_ on / / le~€tu(t, 6)|%dtdd
[0,7] /R

27r||u”21Cg(Q;>°)'



ANNEXE D. ESPACES A POIDS ET TRANSFORMEE DE MELLIN

2. Identique au (1) hormis pour le changement de variable qui a lieu directement en co-
ordonnées cartésiennes et non polaires :

[ detaopaeo) = [ etat o)
Rx[—1,0] Qge

e

dy= [ e~ Hute,y) (e,
X Q%

d’ou la définition.

Remarque : Si par ailleurs u est nulle dans un voisinage de 0 - resp. 400 -, alors par le point
4 - resp. 3 - de la proposition D.1, cette définition peut étre étre étendue aux demi-plans
complexes ReA > —y—1et ReA > —y — % -resp. Re A< —y—1et ReA < —y — % Ce sont
ces extensions qui seront utilisées.

D.2.2 Transformation de Mellin et espaces a poids

La partie précédente donne un lien explicite entre transformation de Mellin et espace a
poids a travers ce que l'on pourrait appleler théoréme de Plancherel version Mellin. L’étape
suivante est naturelle dans le sens ou I’on veut pousser ’analogie avec Fourier et savoir si on
peut inverser la transformée de Mellin.

Définition D.6. L2(R, H*(I)) = {u ‘R = HS(I)//R (@) 2oyl < oo}.

Théoréeme D.1. Soienty € R et s € N. Onpose & =s—v—1,& =s—7
I. =] —1,0[.

— 1, I; =)0, 7[ et

1. Siu € K5(°), resp. K5(Q2°), alors sa transformée de Mellin est bien définie pour
Re\ = &;, resp. Re A = & comme fonction de L*(R) dans H5(I) : n v+ M]u](€ + in)
est dans L*(R, H*(I)) avec I = I;, resp. I = I,. Plus précisément on a pour Q = QX
et [ =1, resp. Q=QF et I =1, :

Julfeqey = [ IMEal(€ + in)lFegr gy,

oi, pour p >0, [vlFsz,p) = D 19707072
18I<s

2. Réciproquement, si U(X,0) est définie pour Re X = &;, resp. Re X = &, de fagon que
(n,0) — U(E+in, 0) soit dans L*(R, H*(I)) pour I = I;, resp. I = I, avec la condition

HU(§ + 11, 9)”%{5(I7|’q|)dn < +09,
R

alors, pour tout \ tel que Re A = &;, resp. Re\ = &, U(XN,0) est la transformée de
Mellin de u appartenant a IC5,(23°), resp. K5(Qe°), ot u est donnée par

i(r,0) = % /R RN (¢ 4 in, 0)dy. (D.1)
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Démonstration. 1. Encore une fois, nous ne démontrerons le résultat que sur Qf°. Soit

194

u € K2(Q5°). On a alors u € KI_(°) et donc M[u]()) est bien définie pour ReX = §;
en vertu du lemme D.3. C’est la transformée de Fourier partielle de (¢,0) — e~ %(t, 0)
qui est dans H*(Rx]0,n[) d’apreés le lemme D.2. Le théoréme de Plancherel donne,
pour tout 3 € N2,

196,y (e~*10(t, 0))|

~ |7 [ o) (e ii(2. 0))]

L2(Rx]0,x[) L2(Rx]0,x])

F |00, gy (e Sl 0))| (n) = (=im)™ /]R e et g t, 6)dt. (D.2)

En effet, soit v € H™(Rx]0, 7[), on pose vy : t — v(t,0). On a

e L

)

D’ou ||vgl|2. (r) < 00 pour presque tout ¢ €]0, w[. Il en va de méme pour les dérivées
de vy et donc vy € H™(R). On en déduit que vg(t) — 0 lorsque |t| — +o00, pour presque
tout € €]0, w[. Appliquant ceci a v(t,0) = e‘tfiﬁgzﬂ(t, 6) qui est dans H*~#2(R) par le
lemme D.2, les termes de bord disparaissent dans 'i.p.p. qui permet d’obtenir (D.2).

Finalement,

190,y (e~*10(t, 0))|

~ ||n* 952 Mo (& + i)

L2(RxG) L2(RxG)

En sommant sur /3, on obtient (1).

Comme 71 — U(¢ +in) est dans L2(R, H*(]0,7[)) , sa transformée de Fourier inverse
partielle F~1[U (& +i.,0)] est bien définie comme une fonction de L2(R, H*(]0, ])).
La formule (D.1) donne alors u(t,f) = €& F~HU(¢ + i.,0)](t). En particulier, u €
K5 (9°) :
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[l omy = [ Tulww)Pd(a,y)

- / !0 Da(t,0)d(t, 0)
RX]O,T('[

= / !e—téetﬁ}‘—l[U(g+2‘.79)](t)|2d<t,9>
RX]OJ{'[

- / /|f’1[U(§+z’.,0)](t)\2dd(t,9)
10,7 JR

N /]om[H]-"1[U(§+z‘.,9)](t)\|iz(R)d0

- /}O,W[ 1T +am, 9)(75)”%2(R)C19 (Plancherel)

N / /'U(“in’@)(t)l?dnde
lo,7[ /R

= /R||U(f+i77,.)(t)”%z(]om[)dg

< [0+ im0 0

Sa transformée de Mellin est bien définie pour Re A = &; et satisfait M[u](A) = U(A, 0).
On conclut alors avec (1).

O]

Remarque : en vertu de la remarque suivant le lemme D.2, ’équivalence des normes dans
le point 1 du théoreme ci-dessus peut étre précisée de la fagon suivante :

LI 6 + i) ey < OOl o

ou C(&) désigne une dépendance polynomiale en .
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Annexe E

Régularité elliptique des profils

Cette annexe a pour but de démontrer les théoremes de shift qui nous permettront d’éta-
blir la régularité elliptique des profils étudiés au chapitre 4, notamment au travers des lemmes
4.3 et 4.16. Dans le cas de la condition d’impédance de type Robin, la démonstration du théo-
reme de shift s’avere étre une reprise plus simple de son homologue de [34]. Dans le cas de la
condition d’impédance de type Ventcel, la démonstration s’adapte du cas précédent moyen-
nant quelques difficultés supplémentaires dues a la dérivée tangentielle seconde.

E.1 Régularité elliptique du profil d’impédance avec
condition de Robin

Il s’agit ici d’étudier la régularité elliptique de (4.4). Pour cela, on va regarder ce probleme
sur un domaine borné. Notons f = Q° N B(O, R;), I', =T'° N B(O, R;) pour k € {n,r} et
R; < Rji1, j € N (voir figure E.1). On regarde alors

—aAu = f dans Qij,
ou = Osur Y, (E.1)

u+adu = gsur I

Soit © ouvert tel que Qf C Q C Q3. Pour u fonction sur 2, on définit la distribution F,
— pour tout ¢ € D(Q2) — par

(Fy,p) = —« /S;(Au)gpdx —|—/ (u 4+ adyu)edo.

T

Remarque : Dans les démonstrations qui suivent, nous aurons besoin de ¢ € D(2). Notons
que son support est en fait autorisé a toucher I'y et I'y, ce qui justifie la présence d’intégrale
de ¢ sur ces bords.
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E.1. REGULARITE ELLIPTIQUE DU PROFIL D’IMPEDANCE AVEC
CONDITION DE ROBIN

R

e Ik
FIGURE E.1 — Domaine du profils d’'impédance tronqué.

Lemme E.1. Si Au € L?(Q) et u+ad,u € L*(T;), alors il existe C, dépendant linéairement
de a, tel que

[Eull-1.0 < C([[Aullo.o + l[u+ adyullor,)-

Démonstration. Identique & celle de son son équivalent dans [34]. O

Supposons maintenant que € et 2’ soient deux ouverts tels que Qf C Q C Q2 et
02 C QO C Q3. Soit x € C®(QP), radiale, telle que x|q1 =1 et Xlos\oz = 0.

Lemme E.2. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si u € H'(Y), alors

[ullLe < Cla)([[Full-1.00 + llullo,or)-

Démonstration. Soit ¢ € D(Q). On a
(Favg) = —a [ (Aw)ede+ | (xu+ad,(xw)pdo
= —a/ (Ax)wpda:—%z/ (Vx-Vu)godx—/ (Au)xgpdfv+/ (u+ adyu)xpdo
o o o I

= (Go, )+ (G1,9) + (Fu, x)-

— Pour Gy on a [(Go, )| < Callullo,or[[¢llor-
— Concernant G1, on a (puisque y est radiale et ¢ € D('))

T R
/ (Vx-Vu)pdzr = / / (0rXOru)prdrdd
/ 0o Jo

! R,
_ / (a0, var)E — / 0, (Orer)drdd.
0 f 0

Ainsi [(G1, )| < Callulloollel1,0-
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On en déduit donc que

[{(Fxus ) < C(@) (IFull-1.0 + lullog) el e

Comme par ailleurs ||ull1,0 < [[xuli,0 < ||Fyull-1,0 (la seconde inégalité provenant du
théoréme de Lax-Milgram), on en déduit le résultat. O

On a obtenu une majoration de type H~' — H'. Il s’agit maintenant d’en déduire une
majoration de type H® — H®'2. Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant dont la
démonstration est dans [34].

Pour ¢ fonction sur Q' et h € R, on définit Dy ¢ pour tout z € Q par

Mw+ha)—¢@)

Dyo(x) = 3

Lemme E.3. Soit m € N. Pour h assez petit, on a ’existence de constantes C' tel que

1. Yo € H™FL(QY),

[Drpllma < Cllelmrar-

2. Voo € D(I'y) /| Dpo € D(ITy),

||‘DhSDHm7%,Fr S CH‘PHm+%,Fr'

Forts de ce dernier lemme, nous pouvons démontrer la proposition suivante :

1

Proposition E.1. Siu € HY(Q3) tel que, pour s € N, Au € H*(Q}) et u+ad,u € H 2(I'?),
alors u € H¥"2(Q}) avec Uestimation :

lullysnr < C@) (1 8uly08 + llu+ adyull s po + lullo.0s)

Démonstration. On effectue une récurrence sur s € N.

Cas s =0 : On note u, = xDp(xu) et on applique le lemme E.2 3 Q = Q}, Q' = Q2 et uy, :

lunllior < C(@) (1Pl —r02 + lunlloz) (B.2)

Il faut évaluer ||Fy, || _; g2. Soit ¢ € D(€), on notera encore ¢ son prolongement par
04 Q3.
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(Fup) = —a [ (AGDuG)pde+ [ (Du(x) +adl(Di(xw)pdo

— —a [ (A0Du(xu)eds 20 | (Vx- VD (xu))pds
0 Q3

=(G,p)

—a / (ADp(xu))xedz + / (Dn(xu) + a0, Dy (xu))xpdo.
ok I2

:<FDh (xu) 7X<p>

— Evaluons G. Pour cela, on va utiliser le fait que, si Dy f et D_,g sont & support
dans 2, alors :
|@utg = [ #(D-s9)
2 2

On a alors

~(Gy¢) =a [ 0w D_a(A0w) +2a [ V(xw) - Dn(V(xg))
Q —_— Qf —_—

i

eD(Q2) eD(Q2?)
Dou |G|y 02 < Callul|; g
— De méme pour Fp, (yu)-
(Fp,(xu)s XP) = —« /Q L(ADp(xu))xedr + /F ,(Dn(xu) + a0, Dy(xu)) xpdo

= o [, A0aND0we + [ () +adl () Do) do
D’ou
[(Fp, (s x| < Cla) (HA(XU)HO,Q?HD—h(X90>||0,Qi2
+lx(u+ a8, )y 2l Do (x| -1 r2) -
Par ailleurs, HD—h(XS@)Ho,Qf < ”XSOHLQ? < |lolly 02 d’apres le lemme E.3.
De méme — et par inégalité de trace —, ||D—h(X<P)||,%,pg < HX@DH%,I‘? < CHQDHLQ?'

Ainst, [[Fp, (vl 1,08 < C(a) (1AGw) oz + (e + adyu)1 p2)

On en déduit que
|Full-102 < C(a) (IAG) o g2 + IX(w+ adu)lly pz + lully 2) - (E.3)
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Soit maintenant w ouvert tel que Qf C w C Q. Le lemme E.3 nous dit que ||uz |y g2 <
lully o2- On peut alors déduire de (E.2) et (E.3) que

| Dl < Cla) ([ Aullggz + llu+ adyulls o + u

1,w) .

Lorsque h — 0, on obtient une estimation pour toutes les dérivées d’ordre inférieur ou
égal a 2 hormis 85 (& cause de la translation dans la direction z). Il reste a obtenir une
majoration pour cette derniere. Pour cela, écrivons E)gu = Au — 9%u. On en déduit

l,w) .

lulla.0p < C(e) (I1Aullogz + lu+ adyulls rz + [lu

Usant des lemmes E.1 et E.2, nous obtenons

lulliw < Cla) (I1Aullogp + I+ adulls ro + lullogp ) -

Cette derniere égalité couplée a la précédente nous fournit le résultat pour s = 0.

Cas s > 1 : On suppose que pour tous sous-domaines w et w’ tels que Qf C w C w’' C OQF et
toute fonction v assez réguliére

[l < C(@) (| A0]sm1r + o+ adyoll,_s py + [0]l0r )

Supposons maintenant que Q! C w C Q2. L’expression ci-dessus appliquée & uj; nous
donne

Junllyrr0r < C@) (Aunlls-10 + llun + adyunlly_s r, + lunllow) -

A laide des techniques déployées dans le cas s = 0, nous obtenons

1A ls-1.0 < C(a) (I1Aull, g2 + llullurr.02)

et
lun + adyunll,_1 p, < C(@)[u+adyul 1 re.

On en déduit alors

lull sz < Cla) (IAul g0z + lu+ adull 1 re + lulr0z)

L’hypothese de récurrence permet alors de conclure :

lullssz0r < Cla) (I1Aully0p + lu+ad,ully, 1 rs + lullogs ) -
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Afin de continuer, établissons quelques notations. On pose

O;=e 202 4+ 03), O) = (0} +93), O =T —ae 0y et O =T —ady.

Dans le domaine |t1,t2[x]0,7[, OY correspond au laplacien et, sur le bord ]t1,t2[x {0},
—0p a la dérivée normale. Si 'on considere ’étude de régularité menée jusqu’a présent de
fagon désincarnée, on voit qu’on peut I'appliquer a ces opérateurs dans les coordonnées (¢, 6).
Il s’agit d’en déduire des résultats de régularité dans ces coordonnées, puis de retourner aux
variables cartésiennes.

A Dinstar de ce qui a été posé précédemment, on note R ¢ R2 C R® trois ouverts de
Rx]0, 7 (voir figure E.4) définis par

RI = {(t,0) €] — jn + to, to + jn[x]0, [}

pour tg,n > 0. On note aussi 77, le bord associé & R en § = 0 et @ la fonction v dans les
coordonnées (t,6).

R’

0 to — Jn to to+Jn

FIGURE E.2 — Domaine RJ.

Proposition E.2. [l existe ny €]0, 1] tel que, pour tout s > 0 et tout n < ng, on ait
lllaszmr < C (05l s + [ Oullyy 1 5 + llallo.ss) -

ou C dépend de s et ng mais pas de tg.

Démonstration. Soit x € D(R?) radiale (toujours afin de commuter avec dy) telle que x|pm =
1 et x|ps\ g2 = 0. Procédons par récurrence sur s.

Cas s =0 : Appliquons la proposition E.1 a x@, on obtient
Ixllo,r2 < C (1OP(x@)lo.rs + 105 (@3 5 + Ixllors ) -
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Il s’agit de majorer chacune des normes du second membre ci-dessus.

— On a directement ||xl[lg gs < ||]lo g3
— Pour OF, on a |09 (xi)|lo.rs < C (10%]lo,5 + 1l 1,5 ) et

”O?ﬂHo,RB = HeQ(t_to)eztOOiﬂHo,RB < e Osiil| gs.

En résumé,

102 (x@) 0,52 < C (2| Osallg s + |l o ) -

— Finalement, pour "O?r(Xﬂ)”%773, on a
108Gc)lls o = 1) — adp(x)]s 5
= |Ix (@ —ae 0pt) + ax(e™" — 1)3071H%,73
< C”OtraH%;ﬂ + (€ — 1) x|,z
Dans la derniére inégalité, on a effectué la majoration suivante

et — 1= (et _ 1 <211

puisque tg > 0 et donc C' n’en dépend pas.

Pour 7 assez petit (n < 7o), le terme contenant la norme d’ordre 2 peut étre déplacé
du second au premier membre de 'inégalité et comme | r3\rz = 0, on a alors

il < C (201 Oxtllo s + 1,5 + [Ouelly o + [0 )
Puisque x|g1 = 1, on en déduit — avec C' indépendant de ty — que

llo,pr < C (G%OHOiﬂHo,RS + lall1,ps + | Ontl

A3 T [

0,R3) .

1
2
Par combinaison des lemmes E.1 et E.2 on en déduit que

il < € (2 Ositlo,gs + 10wl o + o )

Cas s > 1 : Supposons que 'on ait

lallr1.mr < C (22Ol y—1,r0 + [Ounilly 141 45 + Nllo.ro) -

Le procédé décrit pour s = 0 et I’hypotheése de récurrence ci-dessus permettent d’en
conclure le résultat :

lillssom < C (21Oxiilly ps + 10wl yy 1 o + liillo s ) -
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CONDITION DE VENTCEL

Proposition E.3. Sous les hypothéses de la proposition précédente, on a pour tout § € R et
seN

He(%ﬂ”s+27]0,+oo[x]0,n[ < C (H€(6+2)t01a"57}—770,+oo[><}0,7r[ + ”e&OtraHs—i—%,}—no,—&-oo[x{o}

+H6&7:‘H0J*770,+oo[><}0,7r[) .

Démonstration. 11 suffit de multiplier les inégalités locales de la proposition précédentes par
e et de les sommer pour to € nN* puis de remarquer que, par le lemme D.2 (et plus
particulirement sa démonstration), les normes ||e'v||,, et €| v, sur R’ sont équivalentes.

O]

Le méme lemme D.2 permet de traduire la proposition précédente sous la forme d’espace
a poids :

Théoréme E.1. Soit u la solution du probléeme (4.4), si le second membre vérifie pour s > 2
et v € R,

_3
2

m—2 (oo m
feERTQFNE> ~1]) et geK

-3

(Cenfe > —1)

et si, de plus u € K9_, (°N]t > —1[), alors u € KI'(Q°N]t > 0]).

E.2 Régularité elliptique du profil d’impédance avec
condition de Ventcel

Adaptons a présent les démonstrations de régularité effectuées dans le cadre du probléme
avec condition d’impédance de type Robin au probleme avec condition d’impédance de type
Ventcel. L'une des différences réside dans le fait que la dérivée tangentielle seconde 92 —
contrairement a la dérivée normale — ne commute pas avec la fonction de troncature Y.
Ceci occasionne 'apparition d’un certain nombre de termes supplémentaires qui doivent étre
traités. L’autre différence provient du fait que nous sommes contraints de travailler, non plus
sur H1(Q), mais sur V41 (Q) = {w € HY(Q) : vo(w) € H(Ty)}; ce qui requiert aussi un certain
nombre d’adaptation.

Pour étudier la régularité elliptique de (4.31) on va regarder ce probleme sur un domaine

borné. Notons Q% = Q°NB(0, R;), I, = TN B(0, R;) pour k € {n,v} et Rj < Rj41, j €N
(voir figure E.3). On considere alors
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—aAu = f dans Qij,

du = 0Osur Y,
(E.4)
u+ adu— BO%u = gsur 'Y,
u(O) = 0.
FR

R

ry rf

Fi1GURE E.3 — Domaine du profil d’impédance Ventcel tronqué.

Contrairement au cas de 'impédance Robin, ’espace variationnel associé & ce probléeme
n’est pas H'(2) mais V1(Q) = {w € HY(Q) : yo(w) € HY(Ty)}. Les estimations que nous
avions dans le cadre de Robin sur les normes H ™! deviendront ici des estimations sur les
normes V;*. Notons que H~1(Q) C V*(Q).

Soit Q ouvert tel que Qll CcQcC Qf Pour u fonction sur 2, on définit la distribution £,
— pour tout ¢ € D(2) — par

(Fy, @) = —a/ (Au)pdz + | (u+ ad,u — B*u)pdo.
Q Iy

Lemme E.4. Si Au € L*(Q) et u + ad,u — B0?u € L*(T'y), alors il existe C, dépendant
linéairement de «, tel que

[1Ful

ve@) < C([Aufjo,o + [lu+ adyu — BO2ullor,)-

Démonstration. Identique a celle de son équivalent dans [34]. ]
Remarque : Rappelons que le support de ¢ € D(Q2) est autorisé a toucher T'y, et I'y, justifiant
ainsi la présence d’intégrale de ¢ sur ces bords.

Lemme E.5. Sous les hypothéses du théoréme précédent, si u € V1(), alors

[ullvi) < Cle, )| Ful

ve@) + ullogr + lullor,)-
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Démonstration. Soit p € D(Q). On a

(Favg) = —a [ (AGw)eds+ [ (cu+ad,(xu) - B02(xu)edo
= —a /Q,(Ax)wdw _5/F, (O2x)upda
—2a /Q/(VX -Vu)edr — 203 /F' (0ru0rx)pdo

—/ (Au)xedz + / (u + ad,u — BO2u)xpdo
Qo r,

= (Go, @) +(G1,9) + (Fu, x).

— Pour Gg on a [(Go, ¢)| < C(a, B)|lullooll¢lloq par inégalité de trace.
— Dans la démonstration du lemme E.2, nous avions vu que nous avions :

< llullo.rllell1or-

//(VX - Vu)pdz

Par ailleurs, comme ¢ € D(€), on a

/

R ,
/ (8rudsx)pdo = / (0,10, %)@dr = [0, 3 @) — / 10, (6, 33)dr.
F/2 0 %_/0—/ 0

Dlou [(G1, )| < Cla, B)([[ulloor + llullooy) el ey -

On en déduit donc que

(P, 0)] < Cle, ) (I1F]

vey + oo + lulor, ) el @)-

Comme par ailleurs ||ully; ) < [[xullvi@) < [[Fyullvy @) (la seconde inégalité provenant de
la coercivité du produit scalaire de V1(£2')), on en déduit le résultat. O

On note V5(2) ={w € H*(Q) : vo(w) € H*(I'y)}.

Proposition E.4. Siu € V1(Q}) tel que, pour s € N, Au € H*(Q}) et u+ ad,u — BO%u €
H3(T32), alors u € Vi2(Q) avec Uestimation :

lully, 51y < Cla, B) (HAUHS,Qg + lu+ adyu — BoZullsrs + |lulloos + HUHO,rg) :
Démonstration. On effectue une récurrence sur s € N.
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Cas s =0 : On note u, = xDp(xu) et on applique le lemme E.5 & Q = Q}, Q' = Q2 et uy, :

[unllv; @1y < Cle, B) (”FuhHHf(Qf) + llunllo 0z + HuhHO,F?,) : (E.5)

Il faut évaluer ||F,, HV1*(Q~2)' Soit ¢ € D(£22), on notera encore ¢ son prolongement par
0a Q3.

(Fune) = o [ (AGDu(xw)ede

+ /F XD (xu) + ad, (x D (xu)) — 807 (xDn(xu))pdo

= o / L(AX) Dp(xu)pdr — 2a / (VX - VDp(xu))pdx
Q3 Qs

=(G1,p)

—8 [ 1200 Du(xwlpdo = 28 [ (0,30, Da(xwlido

:<G2790>

—a /Q o (ADn(Oxu))xepda + /F [Dn(xw) + ad, Dy(xu) — B02Dp(xu)]xedo.

:<FD}L (xu) 7X50>

— En reprenant les calculs de la démonstration de la proposition E.1 qui permettent
d’obtenir

1G]l 1,02 < Callully g2

on prouve

1G]

vr02) < Callully, 2)-

— Passons a G3. On a d’une part

| [ 18200Du0cledo| < CIDACy rallelly s

IN

Cllixull1 r2llellv; 02)

IN

Cllullv; @2y llellvs @2)-
D’autre part,
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|, 18- (D)o

= '/ Dy (xu)0rpdo
r2

< Clixully s |D-1rsll_y 1y
< Cllullye2llells 2
< Cllullvyz)llellv @z)-
— De méme pour Fp, (y)-
(FDy(xu) X)) = —a /(y L(ADn(xu))xpdz

+ /F ,[Da(xu) +ad, D (xu) = 07 Di(xw)lxpdo
- (B0 D-n(xp)ds
4 /F ,[0v) 0, () = 532 ()} D (xp)do
= —a /Q?(A(Xu))Dh(xap)dm + /F2 X[u+ adyu — BOFu] D_p(xp)do

-3 /2 [20, xOru + ud x| D_p,(xyp)do.
FV

Rappelons que, d’apres le lemme E.3 et par inégalité de trace,

ID-n(x@)llonz < lIxellioz < lllloz,

ID_a(eo)_s ps < Il pe < Cllelly e

et
10-D-n(x@)l|_1 r2 < 10-(x@)ll1.r2 < Cliellv, (2).
D’ou
|/rg 20, x0-u + udZX)D-n(xp)do| < Cllull g, 02yl llva 2)
et
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IN

/F2 x[u+ adyu — BO2u]D_p,(xp)do Cllu+ adyu — B02ullo rz | D-n(x#)llo.r2

< Cllu+ adyu— Bou|

0,r3||80\|1,r3

< Cllu+ ad,u— Bou|

O,F?,HSOHVl(Qf)'

On en déduit que (en reprenant les inégalités manquantes dans la démonstration
de la proposition E.1),

1Fpu e v o) < Clev B) (1AGw)lo.02 + IIx(u + adyu — poZu) oz + ullys oz ) -

Finalement,

(3

vz < Ol B) (1AL oz + I+ adu — po2u)orz + llullvyoz)) -
(E.6)

Soit maintenant w ouvert tel que € C w C Q. Le lemme E.3 nous dit que ||u |y g2 <
[ull; g2 (de méme sur I'2). On peut alors déduire de (E.5) et (E.6) que

[ D llvy 1y < Cla, B) (”AUHO,Q? + [lu+ adyu — 553UH0,1“3 + HuHVl(Q?)) .

Lorsque h — 0, on obtient une estimation pour toutes les dérivées d’ordre inférieur ou
égal a 2 hormis 63 (& cause de la translation dans la direction z). Il reste & obtenir une
majoration pour cette derniére. Pour cela, écrivons 8§u = Au — 9%u. On en déduit

lullvyory < Clev B) (1 Aullg 02 + lu+ adyu — 02ullorz + lulliw)) -

Usant des lemmes E.4 et E.5, nous obtenons

lullvi < Cla, B) ([ Aullggp + llu+ adyu — B0

ors + lullogs + lullors)

Cette derniere égalité couplée a la précédente nous fournit le résultat pour s = 0.

Cas s > 1 : On suppose que pour tous sous-domaines w et w’ tels que Qf Cw C w’' C OQF et
toute fonction v assez réguliére

101V, 1) < Cles B) (I1A0]ls—1 + [0+ adyv = BO20]ls—1.0, + [Vllvp e ) -

Supposons maintenant que Qf C w C Q2. L’expression ci-dessus appliquée a u;, nous
donne

lunllv,,, @1 < Cla, B) (HAUhHs—Lw + llun + adyun — BOZunlls1r, + HuhHVo(w)) :
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A T'aide des techniques déployées dans le cas s = 0, nous obtenons

|Aun 510 < Cla) (I1ull, 02 + llullv,.y@2))
et

lun + adyup, — B07ups-1r, < C(a, ) (HU +adu — BO7ul|sp2 + HUHV5H(92)) :

On en déduit alors

letlv, 0y < Clev B) (1 Aully, o) + o+ @By — 50%ullrz + fully,., 02 ) -

L’hypothese de récurrence permet alors de conclure :

lully, .oy < Clon B) (I1Aull,gp + lu+ adyu — B02ull,ry + ey ) -

On pose maintenant

Or=e 2024+ 07), O = (02 +93), O =T —ae 0y — Be 207 et O =T —ady — O

Dans le domaine |t1,t2[x]0, 7], O correspond au laplacien et, sur le bord ]t1,t2[x{0}, —3y
a la dérivée normale et 97 a la dérivée tangentielle seconde. Si I'on considére I'étude de ré-
gularité menée jusqu’a présent de facon désincarnée, on voit qu’on peut l'appliquer a ces
opérateurs dans les coordonnées (t, ). Il s’agit d’en déduire des résultats de régularité dans
ces coordonnées, puis de retourner aux variables cartésiennes.

A Dinstar de ce qui a été posé précédemment, on note R* ¢ R? C R® trois ouverts de
Rx]0, [ (voir figure E.4) définis par

R ={(t,0) €] — jn + to, to + jn[x]0, x[}

pour tg,n > 0. On note aussi 77, le bord associé & R/ en § = 0 et @ la fonction v dans les
coordonnées (t,60).

Proposition E.5. Il existe ny €0, 1] tel que, pour tout s > 0 et tout n < ny, on ait
lallv,a(rry < C (10l rs + 10wl 441 1 + [Ellvg a2))

ou C dépend de s et ng mais pas de tg.

Démonstration. Soit x € D(R?) radiale (toujours afin de commuter avec dy) telle que x|p =
1 et x|ps\ gz = 0. Procédons par récurrence sur s.
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ANNEXE E. REGULARITE ELLIPTIQUE DES PROFILS

FIGURE E.4 — Domaine R’ (encore).

Cas s =0 : Appliquons la proposition E.4 a x@, on obtient

Ix@lvs(r2y < C (HO?(Xﬁ)HO,Ri” + 100 (x@) llo 45 + ”XﬁHVo(R?’)) -

Il s’agit de majorer chacune des normes du second membre ci-dessus.

Usant de la démonstration de la proposition du cas Robin, nous avons

Ix@llvyrsy < llallvy(r3)
et
102 (x@)lo.rs < C ("€ |Osllg s + 1,5 -

Le changement concerne [|Of,(xi)o3- On a, de la méme fagon que dans la démons-
tration de la version Robin de cette proposition,

105 (x@)loqs = ll(x@) — ad(x@) — BO} (x@) o

= |0t + ax(e™t — 1)t + B[x(e 2t — 1)021 — 20,u0;x — 71875296]”0,73

IN

CllOuilloqs + (€27 = DIxtllo,rs + (¥ = DX allo s + Clla]y e

Pour 7 assez petit (n < 1), les termes contenant la norme d’ordre 2 et la dérivée
seconde sur 73 peuvent étre déplacés du second au premier membre de l'inégalité et
comme X|ps\ g2 = 0, on a alors

Iy < € (201 Ostillo s + il sy + 1 Oillogs + Nallvqas)) -
Puisque x|g1 = 1, on en déduit — avec C' indépendant de ¢y — que
lallva(rry < € (| Ostllors + 18], () + 1 Ouetillo s + llvore) ) -
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E.2. REGULARITE ELLIPTIQUE DU PROFIL D’IMPEDANCE AVEC
CONDITION DE VENTCEL

Par combinaison des lemmes E.4 et E.5 on en déduit que

lallva(rry < € (20 Ortillo.ps + 10uillo s + v a3)) -

Cas s > 1 : Supposons que l'on ait
lllv,, sy < C (01 Ostillv, .y (r) + 1Ol 150 + o)

Le procédé décrit pour s = 0 et I’hypothése de récurrence ci-dessus permettent d’en
conclure le résultat :

lallv. oty < € (01Ot s + [ Ouellys + Nillcar)) -
En utilisant I'injection de H s+3 dans H* on obtient

lallv,a(rry < C (10l p5 + 1Ousiillyy 1 o + Ellvyas)) -

Proposition E.6. Sous les hypothéses de la proposition précédente, on a pour tout § € R et
seN

ey, a0 400000) < C (1T Ol o soogo.nl + 167 Olly 1) ooix0)
ot ~
e llva 1o toctxtoD)) -

Démonstration. 11 suffit de multiplier les inégalités locales de la proposition précédente par
e et de les sommer pour tg € nN* puis de remarquer que, par le lemme D.2 (et plus
particulierement sa démonstration), les normes ||efv||y;, et ef||v||y,, sur R’ sont équivalentes.

O

Le méme lemme D.2 permet de traduire la proposition précédente sous la forme d’espace
a poids :

Théoréme E.2. Soit u la solution du probléme (4.4), si le second membre vérifie pour s > 2
ety eR,

m—23
FERTHX N> —1]) et g€ K2 (Ten]e > —1]),
2

et si, de plus u € ng_m(Qfoﬂ]t > —1) N ICg_m(Fﬁoﬂ]t > —1[), alors

w € KIH(QEen]e > 0)) NI > 0]).
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